DEFORMAZIONE DI SUPERFICI
NELLO SPAZIO DI MOBIUS (*)

by EMILIO MUSSO (in L’Aquila)(**)

SOMMARIO. - In questo articolo studiamo il problema di deformazione per
superfici nello spazio di Mébius tramite il metodo “moving frames”.

SUMMARY. - In the present paper we study the deformation problem for
surfaces in Mdbius space by the method of moving frames.

Introduction.

In questo lavoro studiamo la deformazione delle superfici nello
spazio euclideo rispetto all’azione locale del gruppo di Mobius. La
ricerca trae spunto da alcuni lavori di P. Griffiths e G. Jensen ([17],
[18], [19]), nei quali il concetto di deformazione ¢ formalizzato nel
contesto della teoria dei gruppi di trasformazioni.

Proveremo che le superfici deformabili di E* sono caratterizzate
dall’avere un atlante di coordinate principali-isoterme. Il fatto ci &
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sembrato di qualche interesse, specialmente per i collegamenti con
recenti ricerche dedicate allo studio delle superfici isoterme ([6], [13],
[15]), che segnalano un rinnovato interesse per un argomento molto
studiato nella letteratura classica (cfr. [1], [3], [7], [8], [9], [11], [12],
[14], [16], [22], [23)).

Nella prima sezione presentiamo una breve introduzione alla ge-
ometria conforme delle superfici. Consideriamo la fibrazione di Mob-
ius P — E? e scriviamo le equazioni di struttura della connes-
sione conforme normale. Quindi, applichiamo il metodo del “moving
frames” ([17]), costruiamo, per ogni superficie senza punti ombeli-
cali, un sollevamento canonico in P ([2], [4], [21]). I “pull-back” della
connessione conforme normale determina gli invarianti della super-
ficie, che consistono in cinque funzioni, denotate con p1, p2, pP3, ¢1
e ¢o. Infine, proveremo che le superfici isoterme sono caratterizzate
dall’annnullarsi della funzione ps.

Nella seconda sezione studiamo la deformazione delle superfici
rispetto all’azione locale del gruppo di Mobius, e dimostriamo che le
superfici deformabili sono isoterme.

Nella terza sezione costruiamo un sistema di Pfaff su P x R* le cui
varietd integrali sono sollevamenti di superfici isoterme. Proveremo
che, assegnate quattro funzioni analitiche gi(t), g2(t), s1(t), s3(t), e-
siste un’unica superficie isoterma, analitica-reale.

f(t,s):QCR — B
tale che

g1(t) = q1(t,0), g2(t) = q2(t,0), s1(t) = p1(t,0), s3(t) = ps(t,0).

Nel corso della dimostrazione utilizziamo la teoria dei sistemi dif-
ferenziali esterni. Rinviamo alla monografia [5] per giustificare alcuni
passaggi che altrimenti sarebbero poco comprensibili.

Adottiamo la convenzione di Einstein sugli indici e li faremo vari-
are nel modo seguente

< I,J,...<4; 1

< 23
1 < a,b,...<3; 1

8.

a, B, ...

IAIN
IAIN
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1. Preliminari.

LA FIBRAZIONE DI MOBIUS.
Consideriamo in R® la forma bilineare simmetrica

<z, y>= €[J£L'IyJ — —(x0y4 + x4y0) + $1y1 + x2y2 + :v3y3

ed indichiamo con G la componente connessa dell’identitd del cor-
rispondente gruppo ortogonale. Dato z € R%, z # 0 denotiamo con
[z] la retta vettoriale da esso generata.

Il gruppo G agisce transitivamente sulla quadratica

M = {[z] € RP* :< z,z >= 0} C RP*,
nel modo seguente
alz] =[az], Vae(GeV[r]e M.

Su M fissiamo il “punto all’infinito” Py (0,...,0, 1) ed identifichiamo
M — {Py} con lo spazio euclideo E*:

Vz=(z',22 2% € E.

Per ogni a = (a’}) € G denotiamo con a; il J-esimo vettore colonna
e definiamo
P={aecG:la] # Px}

L’applicazione w : a € P — [ag] € E* determina su P una struttura
di fibrato principale con gruppo strutturale

Go={b="b(r,B,p) :7>0,B € 50(3),p="(0",p".p°) € B},

dove
r1 th %rtpp
b(r,B,p) = 0 B rp
0 0 T

Consideriamo le a; come funzioni differenziabili P — R®, possiamo
scrivere
dar = w‘I]aJ (1.1)
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dove, le wIJ sono le restrizioni su P delle forme di Maurer-Cartan di
G.
Poiché i prodotti scalari < a;,a; > sono delle costanti, si ottiene

6[}((4)5( + 5][{&)}( = 0. (1.2)
Differenziando la (1.1) si trova

dwh = —wk AWK (1.3)

RIFERIMENTI ADATTATI.
Sia S una superficie semplicemente connessa, orientata e sia f :
S — E? un’immersione senza punti ombelicali.
1 riferimenti conformi della superficie sono applicazioni differen-
ziabili
a:UCS—P,
definite su aperti U C S, tali che

[ao(p)] = f(p), VpeU.
Assegnato un riferimento a : U — P, ogni altro su U ¢ dato dalla

dove,
b(r,B,p): U — Gy

¢ un’opportuna applicazione differenziabile. Poniamo

~

0=(0)=a*(wl) e §=a"(w).

Osservando la (1.4), si ottiene

0 =b"10b+ btdb, (1.5)
da cui .
0 0
62 | =r'B7'| 63 (1.6)
63 %
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Un riferimento a : U — P si dice del primo ordine se
03 =0, 65A62>0.

L’esistenza locale dei riferimenti del primo ordine segue immediata-
mente dalla (1.6) ed inoltre, due riferimenti del primo ordine sono
legati dalla (1.4), dove la funzione di transizione b : U — G assume
valori nel sottogruppo

G = {b(r,A,p,t) :p€ERE, teR;r >0, AESO(2)},

dove [t 2]
1 otpa T'pp+1
r D t SR E—
b(r,A,p,t) = 0 A 0 D
0 0 1 rt
0 0 O T

Differenziando 63 ed usando la (1.3), si deduce
03 = h1105 + h1263, 03 = h120) + haob3.

Cambiando il riferimento del primo ordine, le funzioni h;; si trasfor-
mano nel modo seguente

hii hio ¢ hit—1t  hio
. N =r'A A. 1.7
( h12 h22 > r ( h12 h22 —1 ( )
dove, a = ab(r,A,p,t) e é;’ = ﬁ],éf) Ponendo
h = (hij), h = (hij),

si ricava

~—

tr (
t

u h ’I‘gtIQ(h) t), (1.8)

(h) = r2[t2— 2t tr (h) + det(h)],
a (1.6) e da (1.8) vediamo che la forma differenziale
Q = { tr (h) — det(h) } 03 A 63 (1.9)

non dipende dalla scelta del riferimento.
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Dall’assenza di punti ombelicali segue che € & una forma di vo-
lume e quindi, dalla (1.8) si deduce esistenza di riferimenti rispetto
cui

tr (h) =0, det(h) = —1.

Tali riferimenti sono detti del secondo ordine. Se a ed a sono riferi-
menti del secondo ordine definiti sull’aperto U, allora si ha

é = ab(]"A’p’O)’

dove A: U — SO(2) e p: U — R? sono applicazioni di classe C™.
Da cio segue che i differenziali quadratici
® = 0;;040%, T = hi;040), (1.10)

non dipendono dalla scelta dei riferimenti.
Poniamo
0:(3) = mlﬁé + m2¢9§

Cambiando i riferimenti si ha

n o h h
(ml,m2) = (m1,m2)A - (plaPZ)A M o)A
hia  hoo

Da cui si deduce 'esistenza di riferimenti tali che
m; = mgog = 0.

I riferimenti del secondo ordine che verificano m; = my = 0 sono
detti del terzo ordine. Sea : U — Ped a: U — P sono due
riferimenti del terzo ordine, allora avremo

a=ab(l,A4,0,0),

dove A : U — SO(2) ¢ un’applicazione di classe C°.
Differenziando 6§ = 0 ed applicando le equazioni di struttura si
ottiene
0) = 5,03

dove le funzioni s;; sono simmetriche negli indici ¢ e j.
Chiameremo normali i riferimenti del terzo ordine tali che

hi1=1; hia=0.
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Dalla (1.7) si deduce immediatamente 1’esistenza locale dei riferi-
menti normali. Inoltre, se a : U — P ¢ un riferimento normale
allora, ogni altro su U ¢ del tipo ab(1,+Id,0,0). Quindi, la to-
talita dei riferimenti normali & un fibrato principale su S con gruppo
strutturale Z,. Tenendo presente che S € semplicemente connessa,
deduciamo Pesistenza di due riferimenti normali definiti su tutta la
superficie.

PROPOSIZIONE 1.1. [ riferimenti normali di una superficie ve-
rificano le sequenti condizioni

OGN0 >0, 60;—03=02+65=0}=063=0,
07 = @by +qb3, 0 = —2¢205+ 2q.63,

0) = pi0;+p203, 03 = —pabf + p3b]

da cui si Ticavano le equazioni

doy = —qOy N2, dO = —qa0) N 62 (1.11)

—dqi A0} —dgs NG+ (1+p1 +ps+af +a3) 65 A BE =0 (112)
dqg/\eé —dql/\9(2)-|-p203/\93 =0 (1.13)

—dp1 N O§ — dpa A O3 + [4gap2 + q1(3p1 +p3)] 05 A0 =0 (1.14)
dpa A 0§ — dps A 65 + [—4qip2 + g2(p1 + 3ps)] 05 A 05 = 0. (1.15)

SUPERFICI ISOTERME.
Consideriamo E (3) come sottovarieta di P:

1 0 0
A 0

(AneEE —| ¢
5 vAl

Indichiamo con e = (f,e1,e2,e3) : S —> E(3) il sollevamento di
f : 8 — E? definito nel modo seguente: e;(p), e2(p) sono versori
tangenti alle linee di curvatura, es(p) € il versore normale ad S in

p, le basi {e1(p),e2(p)} e {e1(p),e2(p),e3(p)} sono orientate positi-
vamente.
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Valgono allora le equazioni di struttura
df = B'er + ez, der = fier +af'es,

(1.16)
des = —B%e; + cf%e3, dez = —afBle; —cfes.

I coefficienti a,c¢ sono le curvature principali della superficie e sup-
poniamo

a(p) > c(p), VpeS.
L’applicazione e : S — E (3) determina un riferimento conforme

A

é:(ao,...,é4) : S — P.

Dalla (1.16) ricaviamo

dag = ,815.1 + ,325.2, da; = ,3%5.2 + ,3%5.3 + ,315.4,
day = —f{a;+f3as+ (%4, day = — (a4 — fay,
dag, = 0.

Definiamo

1 1
R—§(G—C)a H—g(a‘i‘c)

e, per ogni funzione g : § — R, poniamo
dg = R(g18" + g28%).
Finalmente definiamo
a=(ag,...,a4): S — P
nel modo seguente
ag = Rag, a; = a; — H1ag, ap = a4y + Hodg, az = a3 + Hay,

1 (1 N N
ay = E {5 (H2+H12+H§) éO—H1é1+Hgég+Ha3+a4}.

Con un calcolo diretto si ottiene

0; =RAY, 02 =R 605=0, 62 =05, 05 =62, 09=0. (1.17)
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Da cui segue che a : § — P & un riferimento normale della superfi-
cie.

DEFINIZIONE. Una superficie di E* si dice isoterma se possiede
un atlante di coordinate principali-isoterme.

PROPOSIZIONE 1.3. f: S — E? ¢ una superficie isoterma se e
solo se ps =0

Dimostrazione. Fissiamo il campo di riferimenti normali e pren-
diamo delle coordinate locali (u,v) tali che

05 = G(u,v)du, 6% = F(u,v)dv.

Dalla (1.17) segue che (u,v) & un sistema di coordinate principali e,
dalla (1.11) si ottiene

19
F ov
Supponiamo py = 0. Dalla (1.13) e dalla (1.18) si ricava

9? F
Oudv (log 5) =0

F(u,v) = PGy, v).

0 (log F). (1.18)

(7

q1 = (108; G)7 q2 =

Da cui
Dunque,
d=G? {du2 + ezp(“)qu(”)dvz} )
Quindi, 'elemento lineare ds? deve essere proporzionale a
e 2 gy ? 4 24() g2
Allora, le funzioni (x,y) definite dalle equazioni
dz = e PWdu, dy= et dy,

determinano un sistema di coordiante principali-isoterme.
Viceversa, se (u,v) € un sistema di coordinate principali-isoterme
allora si ha:
0y = H(u,v)du, 63 = H(u,v)dv.
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Da cui si ricava

10 0
Q= E%(logﬂ), 92 = ———u(logH).
Pertanto
dga N0y — dg1 N 03 = 0. (1.19)
Dalla (1.19) e dalla (1.13), si ottiene ps = 0. &

2. Deformazione conforme delle superfici.

CONTATTO ANALITICO.

Siano date due immersioni f ed f : S — E? e sia py un punto
di §. Diremo che f ed f hanno contatto analitico di ordine & in pg
se i loro getti di ordine k£ coincidono nel punto pq.

Fissiamo un sistema di coordinate locali (U, t!,¢?) centrate in py,
e siano F = {(FO,... F%) ed F = {F),..., F*) dei sollevamenti di f
ed f in R5:

f) =[F(p), f=[F@p), Vpel.

Con un calcolo diretto si dimostra il seguente Lemma:

LEMMA 2.1. Le immersioni f edf hanno contatto analitico del
primo ordine in py se e solo se

A

F(po) = F(po), 6(F)lpo = p(p0)5(F)lps + 8(p)lpo F(po), ~ (2:1)

dove p = F'°/F°. Il contatto analitico ¢ del secondo ordine se e solo
se

~

F(po) = F(po),  6(F)lpo = p(p0)3(F)lpo + 8(p)|po F(po),

82 (F)lpo = p(p0)8*(F)po + 28(0)|po 0 (F)lpo +
+62(0)po F'(po).-

(2.2)
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DEFORMAZIONI CONFORMI.

Due superfici (S, f) ed (5, f) si dicono deformazioni conformi
I'una dell’altra (o applicabili) se esiste un diffeomorfismo v : S — S’
e se per ogni punto p € S esiste un intorno aperto p € U C §
ed un’applicazione b : U — @G tali che b(z)f o4 ed f abbiano
contatto analitico del secondo ordine in z, Vx € U. Le applicazioni
b : U — G si dicono spostamenti locali della deformazione.

La deformazione é triviale se possiede degli spostamenti locali
costanti. Altrimenti diremo che la deformazione & effettiva.

DEFINIZIONE. Una superficie f : S — E? si dice deformabile se
per ogni punto p € S esiste un intorno p € U tale che f|y possieda
deformazioni conformi effettive.

PROPOSIZIONE 2.2. Siano f : S — E ed f' : §' — B3 due
immersioni orientate e prive di punti ombelicali, e sia 1) : S — S’
un diffeomorfismo. Allora, ¥ € una deformazione conforme se e
solo se conserva le forme di volume ed i differenziali quadratici delle
superfici.

Dimostrazione. Sia 1 : S — S’ una deformazione conforme.
Non & restrittivo assumere S = S’ e 1) = idg. Inoltre, per semplicita,
supponiamo che lo spostamento locale b sia definito su tutta la su-
perficie. Scegliamo un riferimento normale a: S — P C G di f e
definiamo

a'(p) =b(p) 'a(p) VpeU.
Per costruzione, a’ : S — P ¢ un riferimento di (S, f'). Poniamo

6= (0)) =a'(w), ©=(0})=a")

ed osserviamo che, per ogni py € S, 'applicazione b(py)a’ : S — P
& un riferimento conforme di (S, b(po)f’)-

Le immersioni b(pg) f' ed f hanno contatto analitico del secondo
ordine in pg. In particolare, esisteranno pg e p; tali che:

b(po)ag(po) = poao(po), (2.3)
b(po) [daglp,] = podao|p, + p1ao(po). (2.4)
Poiche b(pg)a’(pg) = a(po), si ricava pg = 1. Dalla (1.2) otteniamo

b(po) [dal|p0] = ®8|poaO(pO) + ®8|p0aa(p0)> (2'5)
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daolp, = 60lpeao(po) + 0 |p2a(po) (2.6)
Le (2.3)-(2.6) valgono per ogni py € S, quindi si ha:

00 =02 a=1,23; po=1; p=(0F—6Y). (2.7)
Da (2.7) e (2.5) si ricava
b(p) [d(a))l,] = d(ao)l, + (03 - 03) lpa(p). (28)
Imponendo il contatto analitico del secondo ordine, si ottiene
b(p)d* (ap)lp = 6* (a0)|p + 2(6p — 65)|p6(a0(p) | + p2(p)ac(p), (2.9)

Vp €U, e pa(p) € una 2-forma simmetrica.
Usando la (2.7) e sviluppando i calcoli dei getti del secondo or-
dine, si ricava

p2 = 8(0f —6p) + (O — 65)* + D 65(6F — 67), (2.10)
i=1,2
> 60 —63) =0, (2.11)
i=1,2
> 06 [0 —0h) — i (ef —0p)] =0, i=1,2 (2.12)
k=1,2

Da cui si ottiene
L=9, ©2=0 ©3=0=0, i=1,2. (2.13)
Allora, a’ ¢ un riferimento normale di f’. Quindi, si deduce che
Q=Q, =9, T=U.

Viceversa: supponiamo che le due immersioni f ed f’ inducano su S
le stesse forme di volume e gli stessi differenziali quadratici. Fissiamo
riferimenti normali a ed a’ di f ed f’ rispettivamente, ed osserviamo
che

O, =¢b}, Ot=¢2, e=+1. (2.14)

Eventualmente usando ’azione di Zg, possiamo supporre € = 1. Per-
tanto,

=0, i=1,2 e O3=0=0), ©3=03=-63. (2.15)
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Da cui
0) =6y, ©7=206 (2.16)

Definiamo
b(p) =a'(p)'a(p), VpeU.

Dalla (2.15) e dalla (2.16) si deduce immediatamente che le equazioni
(2.7)-(2.12) sono verificate. Allora, le immersioni b(p)f ed f’ hanno
contatto analitico del secondo ordine, per ogni p € S. Cio significa
che f ed f’ sono deformazioni I'una dell’altra. &

PROPOSIZIONE 2.5. La superficie f : S — B3 ¢ deformabile se
e solo se possiede un atlante di coordinate principali-isoterme.

Dimostrazione. Supponiamo che f : § — E? sia deformabile.
Prendiamo una deformazione effettiva, che indichiamo con f': § —
E3. Non & restrittivo supporre che la deformazione tra le due superfici
sia l'identita.

Fissiamo riferimenti normali a ed a’ di f ed f' rispettivamente.
Dalla proposizione 2.4. si ha

Oy A O3 =05 A 63,
(©9)* + (65)* = (60)° + (65)*,
(©9)* — (65)” = () — (65)*.

Quindi
Op =¢eby, ©O2=¢e02, e=+1. (2.17)

Eventualmente usando 1’azione di Zy assumiamo ¢ = 1. Differen-
ziando la (2.17) ricaviamo

0y =16, ©7=40. (2.18)

Poniamo
60 — 0% = A0} + BO2, 09— 0% =—Bo) + Co2. (2.19)
Differenziando (2.18), siottiene B = 0 e C = —A. Le due immersioni

non sono congruenti, quindi A non pud annullarsi identicamente.
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Differenziando la (2.19), ed utilizzando le equazioni strutturali del
gruppo si ricava

(dA + 24q,02) A O} = (dA — 2Aq208) A 62 = 0.

Da cui
dA — A6} = 0. (2.20)

Cio implica che se A si annulla in p € S allora A = 0 in un intorno
p € U. Pertanto si deve avere A(p) # 0Vp € S. Dalle equazioni di

struttura otteniamo
do) = 2p20§ A 63 (2.21)

Combinando la (2.20) con la (2.21), si ha
D2 = 0.

Quindi la superficie (S, f) & isoterma.
Viceversa, supponiamo py = 0. Dalla (2.21) segue che 63 & una
forma chiusa. Prendiamo una primitiva @ : S — R di 6 e poniamo

A=¢9:85 R,

Definiamo
@ e ey 0 0

o5 0 —62 —65 @
o=|6 62 0 6 6

0 6 —62 0 0

0 60 02 0 -6
dove le 62 sono definite nel modo seguente

0% =09 — 0], ©5 =109+ A63.
© & una 1-forma a valori nell’algebra di Lie di G e verifica le equazioni
d®+0OAN0O =0. (2.22)

Combinando la (2.22) con il teorema di Cartan-Darboux, si deduce
I'esistenza di un’applicazione

a:s—aG
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tale che a”™ (w) = ©. Inoltre, a’ & univocamente determinata, a meno
di traslazioni a sinistra.

Preso un punto pg € S, scegliamo un intorno pg € U ed una delle
applicazioni a’ : S — G in modo che a’'(p) € P, Vp € U. Quindi
poniamo

/U —%®: ['(p)=[a5p)], VpeUl.

Per costruzione, a’ ¢ un campo normale di f’. Pertanto, gli orien-
tamenti ed i differenziali quadratici di f ed f’ coincidono. Da cid
segue che f' & una deformazione effettiva di f|y. &

OSSERVAZIONE. Le deformazioni di una superficie isoterma sem-
plicemente connessa dipendono da una costante arbitraria. Equiva-
lentemente, assegnata una superficie isoterma (S, f), si puo costruire
una famiglia ad un parametro di superfici isoterme formata dalle de-
formazioni effettive di (S, f).

3. Il sistema differenziale delle superfici isoterme.
Poniamo N = PxR? xR? e denotiamo con (g1, g2) e con (p1, p2, p3)

le coordinate di R2 e di R? rispettivamente. Su N fissiamo il corifer-
imento (n®,w*, pu*,(%):

W= wé, ui =dg;, (*=dp, (3.1)
" = W, n”? = wh—wi
7 = w’+ws, nt = i,
(3.2)
7 = wi-qw' —@w? 7% = W+ 2¢pw! —2¢w?
N = W) —pwt—pw?, N = Wi+ pow! —psw.

Consideriamo il sistema di Pfaff definito dai sottofibrati
I = Span{n®} C J = Span{n®,w'} C T*(N).

Sia f : § — E3 una superficie senza punti ombelicali, e sia a :
S — P un riferimento normale. Definiamo la sottovarieta integrale
3 : 5 — N ponendo

ZJ(x) = (a(x)a%(x)apa(x)), Vz€S.
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Si ottengono cosi tutte le sottovarieta integrali del sistema (I, J).

IL SISTEMA DIFFERENZIALE DELLE SUPERFICI ISOTERME.

Le superfici isoterme sono le soluzioni del sistema di Pfaff ot-
tenuto dalla restrizione di (I, J) sulla sottovarieta M C N, definita
dalla equazione po = 0. Per semplicita, continueremo ad indicare
con (I,J) la restrizione del sistema su M. Poniamo &' = (! e
¢2 = (3, e consideriamo il parallelismo di M determinato dalle forme
(%, i, ).

Le equazioni strutturali del sistema si ottengono differenziando
(3.1) e (3.2). Dalla (1.2) e (1.3) otteniamo

dnt =dn? = dn® = dn* =0 mod{I}, (3.3)
e
d = —p' Awt —p? AP+
+ (1 +p1+ps+ai+@)w' Aw? mod{I},
dn® = 2u? Aw! —2p! A W? mod{I}, (3.4)
dn” = —&'Aw'+q@(3p1 +p3)w! Aw? mod{I},
dn® = £ Aw?+ gp1 + 3ps)w! A w? mod{I},

dove {I} indica l'ideale algebrico generato dalle forme n®.
Dalla (3.3) e dalla (3.4), segue che il sistema & quasi-lineare ed
inoltre, la “reduced tableau matrix” del sistema &

S R—

2u?  —2ut

_51 0
0 —£2

Allora, i caratteri ridotti di Cartan sono
si=4, s,=0. (3.5)

Fissiamo m € M ed effettuiamo i calcoli in m. Le equazioni di un
elemento integrale bidimensionale sono

n* = 0, a=1,...,8;

e (3.6)
poo= Mo, € =Xl i=1,2,
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a cui aggiungiamo le equazioni che si ricavano sostituendo (3.6) in
(3.4):
My — M7 + (14 p1 +ps +qi +¢3) = 0;

—Mj3 - M =0;
X3 +q1(3p1 +p3) =0

— X3 + ga(p1 + 3p3) = 0.

Di conseguenza, gli elementi integrali in m formano una sottovarieta
affine quadridimensionale di Go(TM),,. Ricordando la (3.5), vedi-
amo che le ipotesi del test di Cartan sono verificate. Quindi possiamo
enunciare la seguente Proposizione:

PROPOSIZIONE 3.2. Il sistema differenziale delle superfici isoter-
me ¢ involutivo e le sue soluzioni dipendono da quattro funzioni ar-
bitrarie in una variabile.

Fissiamo un elemento integrale unidimensionale L C T'(M),,, €
poniamo

i 0 i 0 0
L—Span{h oW +m o +z 8§i}’ (3.7

dove

0 0 0 0

O’ o’ ot g

sono i campi vettoriali duali alle forme del parallelismo. Dalla (3.7)
e dalla (3.4) si ricava che le equazioni del sottospazio polare H(L) di
L sono:

n*=0, a=1,...,8;
Wl + 122 = [m' = (L+pi+ps+ ¢ +adh?]w
+ [m? + (L +p1 +p3 + ¢} + ¢3)h'] w?;
hQ”Q _ h2/,t1 — _mel 4 mle :
riet = [z' — qi(3p1 + p3)h?] w' + 1 (3p1 + p3)htw?;

h262 = qo(p1 + 3p3)h?w! + [22 — qa(p1 + 3p3) At W?.
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Se h'h? # 0, allora dim H(L) = 2 e quindi il sottospazio polare
€ 'unico elemento integrale bidimensionale che contiene L. Rias-
sumendo:

LEMMA 3.3. Sia L un elemento integrale I1-dimensionale di
(I,J). Se h'h? #0, allora L ¢ K -regolare. Inoltre, esiste un unico
elemento integrale bidimensionale H(L) che lo contiene.

Una curva integrale v : (—e,e) — M di (I, J) si dice regolare
se, per ogni 7 € (—¢,¢), la retta tangente a -y in 7 verifica h'h? # 0.
Dal lemma 3.3 e dal teorema di Cartan-Kéhler (cfr.[5]) ricaviamo:

LEMMA 3.4. Data una curva regolare ed analitica y(t) : (—¢,€) —
M, esiste un’unica sottovarietd integrale analitica F(t,s) : (—¢,€) X
(—¢',e") — M tale che F(t,0) = y(t).

Da cui il teorema:

TEOREMA 3.5. Siano date quattro funzioni analitiche s;(t), i(t) :
(—e,e) — R, i =1,2, ed un elemento b € P, esiste allora un’unica
superficie analitica (2, f) definita in un intorno Q dell’origine di R?
ed un unico riferimento normale a: Q — P di (Q, f) tali che:

(i) (9, f) sia una superficie isoterma.

(i) a(0,0) =b; ¢i(t,0) =si(t), 1 <1<
1( aO) = Tl(t)a pS(t’O) = r2(t)'

(i) £*(03)|(—e,e)x 0} = F*(03)](=e,e)x {0} = Clt.

Dimostrazione. Date le funzioni s;(t) ed r;(t), ¢ = 1,2, conside-
riamo la 1-forma a valori nell’algebra di Lie di G:

2(81 - 82) 1 T9 0 0
1 0 —(81 + 32) —1 1
A= 1 (s1 + s2) 0 1 9 dt.
0 1 -1 0 0
0 1 1 0 2(s2 —s1)
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Questa & una forma analitica e le condizioni d’integrabilita
dA+ANA=0

sono automaticamente verificate. Allora, esiste un’unica curva ana-
litica
c(t) : (—e,6) — G

tale che
ctde=A, c(0)=h.

Siccome b € P C G, possiamo restringere il dominio di definizione
in modo che c(t) € P, Vt € (—¢,¢). Definiamo 7(t) : (—¢,e) — M
nel modo seguente:

v(t) = (c(t), si(t), (1)), Vi€ (—¢,e).

Per costruzione, y(t) & una curva regolare ed analitica. Quindi, dal
lemma 3.4 si deduce l'esistenza di un’unica sottovarieta integrale
analitica

Y2:Q=(—¢¢) X (—€,6) — M

tale che X(t,0) = (t), Yt € (—¢,¢). Poniamo
2(t,s) = (a(t, s); q1(t, 8), g2(t, 8);p1 (2, 8), p3(t, 8));

f(t,5) = [a0(t, 5)].

La (9, f) & una superficie isoterma, a : § — P & un riferimento
normale e le g; e le p, sono le funzioni invarianti. Con cio il teorema
& provato.

Per quanto riguarda l'unicita, procediamo nel modo seguente:
supponiamo di avere una seconda superficie (€2, f’) che verifichi le
stesse condizioni. Indichiamo con a’ : @ — P il suo riferimento
normale, con ¥’ : @ — M il suo sollevamento in M, e sia 7'(t) la
restrizione di ¥’ su (—¢,e) x {0}. Da (i), (ii) e (iii) ricaviamo

7'(t) = ('(t), s:(t),mi (1))

Inoltre, ¢/(t) : (—e,e) — G @& la soluzione dell’equazione differen-
ziale ordinaria ¢’ "'dc’ = A che verifica la condizione iniziale ¢/(0) =

b.
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Allora, v e 7' coincidono e quindi, usando il lemma 3.4, avremo
¥ = ¥/ in un intorno dell’origine di R?. &
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