SOTTOVARIETA SPECIALI DELLO SPAZIO DEI
TWISTORS (*)

by MASSIMILIANO MIGLIORINI (in Firenze)(**)

SOMMARIO. - Si studiano alcune proprieta del luogo integrabile del twistor
space di una varieta Riemanniana. Nella prima parte del lavoro st
determina il luogo integrabile del twistor space dello spazio proiettivo
complesso mentre nella seconda parte st studia il luogo integrabile del
twistor space di una varieta quadridimensionale, in particolare si prova
che se la parte autoduale del tensor di Weyl é non nulla tale luogo
winterseca ogni fibra in 4 punti.

SUMMARY. - We study some properties of the integrable locus of the twistor
space of a Riemannian manifold. In the first part we describe completely
such locus for the twistor space of the complex projective spaces while
in the second part we study the integrable locus of the twistor space of a
four-dimensional Riemannian manzifold. In particular we prove that if
the selfdual part of the Weyl tensor does not vanish the integrable locus
intersect every fibre in 4 points.

1. Introduzione.

In anni recenti, una delle possibili strategie di attacco del pro-
blema dell’esistenza di strutture complesse su una varieta differen-
ziabile, si & fondata sulla teoria degli spazi dei Twistor.

Data una varieta Riemanniana n-dimensionale orientata (M,g), si
considera il fibrato
S0,(M)

Z(M7g) d:ef SOQ(M) ><SO(Qn) Z(n) = W

(*) Pervenuto in Redazione il 22 settembre 1994.
(**) Indirizzo dell’Autore: Dipartimento di Matematica “U. Dini”, Viale Mor-
gagni 67/A, 50134 Firenze (Italia).
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(detto spazio dei Twistors di M); le sezioni globali di Z(M, g) cor-
rispondono in modo diretto a strutture quasi complesse su M com-
patibili con la metrica e 'orientazione assegnate.

Inoltre Z (M, g) ammette una struttura quasi complessa J (che
dipende solo dalla classe conforme di g) in modo che le sezioni globali
J-invarianti corrispondano a strutture quasi complesse integrabili su
M e Desistenza locale di una sezione J-invariante per P € Z(M, g)
assicuri che il tensore di Nijenhuis di J, N(J), si annulla in P.

E pertanto assai rilevante, nella ricerca di sezioni globali J-invarianti,
lo studio del luogo degli zeri W (M) di N(J).

In questo lavoro si fornisce una descrizione diretta ed esplicita di
W (M) in due casi particolari:

1) M = PYC) (semplificando notevolmente, tra l’altro, una
costruzione generale dovuta a F. Burstall e J. Rawnsley

[Bu-Ra]);

Desidero ringraziare il Prof. Paolo de Bartolomeis per avermi
proposto il problema e per i suggerimenti durante il lavoro.
Il referee mi ha segnalato che i due recenti lavori [Ga] , [Kob] con-
tengono risultati collegati al problema discusso nella sezione 3.

1. Il Twistor Space di una Varietd Riemanniana.

Ricordiamo brevemente la costruzione ed alcune proprieta fon-
damentali dello spazio dei twistors.

DEFINIZIONE 1.1. Sia (M, g) una varieta Riemanniana orientata
2n-dimensionale e sia SO,(M) il fibrato principale dei riferimenti
ortogonali orientati di M. Si dice twistor space di M il fibrato asso-
ciato

7(1,9) = 50,(M) xso(an) 2(n) = “THT)
essendo Z(n) = Sg((zgl)

Siano
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le proiezioni di fibrato; allora dato z € M

Zy =172) = {P € SO,(M) | P = =P, P > 0} dove ‘P > 0’
significa che P induce l'orientazione assegnata.

Dunque Z, & 'insieme delle strutture complesse su 1;(M) compati-
bili con la metrica e 'orientazione assegnata. Inoltre dato P € Z,. si

ha
Tp(Z) = {X € soy)(Tu(M)) | XP = —PX}.

7 (M, g) ammette una naturale struttura di varietd quasi complessa:
infatti, dati P € Z(M,g) e X € Tp(Z(M, g)), possiamo definire

J(P)(X) = (r=t o Por)(Xp) + Po X,

essendo X = Xj + X, la scomposizione indotta dalla connessione di
Levi-Civita.

Un risultato generale della teoria delle varieta quasi complesse & rap-
presentato dal seguente

TrorREMA 1.2. (Newlander & Nirenberg [Ne-Ni]. Sia J una
struttura quasi complessa su una varteta M, allora J é integrabile se
e solo se Ny =0 essendo

Ny(X,Y)=2{[JX,JY] = J[JX,Y] - J[X,JY] - [X,Y]} X,V

campi vettoriali su M.

Per (Z(M,g),J) si ha

ProposizioNE 1.3. (cfr. e.g. [Sa]) Dato P € Z(M,g);
N7 (P) é orizzontale e a valori verticali, cioé:

1) Ngs(P)(X,Y)=0 se uno dei campi X,Y e verticale;
2) Ngz(P)(©;,0;) €V, Vi k=1,...,2n
pit precisamente:

N7(P)(0;,0r) = —8P{mp(K(mip(9; AIk)))+

+Pmip(K(Prip(0; A D))} =
= —8P{7T1P(VV(7T1P(’£9]‘ A ﬁk))) + P?Tlp(VV(Pﬂ'lp(’ﬁj A ﬁk)))}
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dove:

dati 9; 1 =1,...,2n campi vettoriali su M e detti 9, i relativi solle-
vamenti orizzontali ©; = 7r*1§i;

K é il tensore di curvatura e W ¢ il tensore di Weyl della connes-
sione di Levi-Civita su SO,(M);

mip € la proiezione

mp:so(2n) — sp={X €so(2n)| XP=-PX}
A — 1(A+ PAP)

ed ¢ stata fatta lidentificazione N?(T(M)) = so(2n).
Da questa segue agevolmente (cfr. anche At-Hi-Si per dimgM = 4)

W=0 sen>2
Nr=0 = {WQ.ZO se n=2"
La proposizione mostra che (Z(M, g), J) & una varieta complessa solo
sotto ipotesi assai restrittive, in particolare per n>2. In generale &
interessante studiare il luogo W (M) degli zeri del tensore di N7. In
questo lavoro ci occuperemo della descrizione di W (M) per M =
PHC) e dimgM = 4.

Ricordiamo brevemente la presentazione di P(C) come spazio
simmetrico:

Proprosi1zIONE 1.4. L’applicazione

SU(n+1)

Pswmxom
20 Al e An
: : : : — [207 RS Zn]
ZTZ
é un diffeomorfismo.
ProPoOsiZIONE 1.5. La proiezione
SU(n+1)

1 SU(n+1) — PC)

[11
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€ una fibrazione principale con gruppo di struttura X nj).
> una fibrazione principal gruppo di S(U(1) x U(n))

Possiamo considerare P"(C) come spazio simmetrico ed intro-
durre una connessione in SU(n+ 1) ,in modo standard, ponendo

def

Hag = (La),m
_ su(n+1)
dove m = Sy X u(n))
La 2-forma di curvatura associata e Q4 = —%[02,0;’8], dove 67 ¢

la componente a valori in m della forma di Maurer-Cartan. Inoltre,
detta B la forma di Killing in su(n + 1), si ha By, (X,Y) =

cRe((, )) def (', )m, per cui, estendendo tale prodotto per SU(n+1)-
invarianza

(X,V) ¥ (ATX, ATY)Y,, YX,Y € Hy
otteniamo una metrica su P(C) , detta metrica di Fubini-Study.

PrROPOSIZIONE 1.6.
SOps.(PHC) ) =SU(n+1) x, SO(2n)
dove, indicato con 7, 'immersione reale di U(n) in SO(n), si & posto:

p:S(U)xU(n)) — SO((2n)
e’ 0

; —d
0 B = i.(e7"B) .

Questa rappresentazione ci da modo di estendere la connessione
precedentemente costruita su SU(n + 1) a SOp.s.(P(C) ) ponendo

H4)(SOrs.(P(C) )) =
— {(Ah+ AX,~L,(X)B) | € m, X € s(u(1) x u(n))}

dove L, indica la derivata di p.
La forma di connessione associata risulta

wia,B)(Am+ AX,sB) = (AX,sB) = (0, L,(X)B + sB)
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e la curvatura ¢, indicato per semplicita €(1,,1;) con €21,

Q1 = (0,1,9(,) = (0, ~ 5L, (07, 07))

Per quanto riguarda il tensore di curvatura K si ha:
posto

77A(1Y) - /Y - A/YA
va(X) =tr(X=4X44)A.

7, v hanno le seguenti proprieta :
1) n e SO(2n) invariante
=Gma(GTXG)GT! = (G na)(X);

2 wy(x) = X —2.])(.]).]) 7.

3) v & equivariante

Yaay(X) = tr(X=GAGT XGAGT G AG-1GAG™ =
_ Gtr(G_l(X—GAG—lXGAG—l)GA)AG_l _
= . -
= G (W XGZACTIXGA) ) AG-1 = (G - va) (X);

0 1 0 0

-1 0 0 0
1) Ki(X) = L(ms(X)~vs(X));dove J = :

0 0 0 1

0 0 -1 0

5) Consideriamo ’azione di SO(2n) su Kr:
2Kp.;(X)=2BK(B'XB)B™! =
= B(?]J(B_lXB) - I/J(B_lXB))B_l = UB.J(X) - I/B.J()()
dalla quale segue, attraverso un semplice calcolo, che la SO(2n)-

O(2n)

Un) -

orbita di K7 &, come spazio omogeneo,
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Inoltre, dalla proposizione precedente segue che, nel caso
(M, g) = (PYC) ,F-S-),SU w w
n+1 2n 2n
- A(P(Q) RS = ( e = SU(n+1) x, L |
cioe il twistor space e I'insieme delle classi S, P secondo la relazione

S, P=5SC,p(!C)Pp(C) se C € S(U(1) x U(n)).

2. Il luogo degli zeri del tensore di Nijenhuis per il twistor
space dello spazio proiettivo complesso.

Il primo passo nella descrizione di W(P™(C) )) ¢ costituito dal
seguente

LEmMA 2.1. Sia (V,J,(, )) uno spazio vettoriale hermitiano di
dimensione 2n e sia L € End(V) tale che

1) L=-'L;
2) LJ=-JL;
allora esiste una base ortonormale di V., B = {vy, Jvy, ..., v, Ju,},

tale che la matrice associata all’endomorfismo L relativamente alla
base B ha la forma

t1h 0 oo tip 0
0 —tin ... 0 —ty1,
tnl 0 t'rm 0
O _tnl O _tnn

con T = (t;;) € so(n).

Dimostrazione. Poiche KerL & .J invariante, possiamo limitarci
a considerare ImL = (KerL)' o, equivalentemente, a considerare L
non singolare. Fissata una base di V sia I la matrice associata a L;
I & antisimmetrica per cui & possibile determinare A € SO(2n) tale
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che
0 v 0 0
-9 0 0 0
L="A : : A
0 0 0 9,
0 0 -9, 0
con ¥; #0Vi=1,...,nin quanto L & non singolare.
Posto
91 0 0 0
0 9 0
S="0 : : A=y/-12
0 0 9, 0
0 0 0 9,
risulta
L,S=0
L,S™'=0.

Sia P = S"'L, allora SP =L e PS = L per cui P, S=0.

Inoltre P & antisimmetrica :

P =L =LST = —LST = —ST'L=-P

e PeSO(2n) :

PP =S""[{S"'L)=-S~'[?S~' = =t PP,

Quindi possiamo scrivere L = SP con § =!S, P= —1P = —P~le¢
S, P = 0. Osserviamo che se V}, € un autospazio di L con autovalore
A; allora e J-invariante ed & anche un autospazio di S con autovalore
V. Da questo segue che S,.J=0. Come conseguenza di queste
osservazioni, abbiamo che ogni autospazio di S e J-invariante e P-
invariante, quindi possiamo limitarci a considerare gli S-autospazi
0, equivalentemente, porre S = I. Dunque ci basta dimostrare il
lemma nel seguente caso particolare.

Sia (V,J,(, )) uno spazio vettoriale di dimensione 2n e sia P €

End(V) tale che
1) P e SO(2n);
2) P=_p;

3) PJ=-JP;
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allora esiste una base ortonormale di V., B = {vy, Jvy, ..., v, Ju,},
tale che la matrice associata all’endomorfismo P relativamente alla
base B ¢

t11 0 oo tip 0
0 —ty ... 0 —t,
mp=| i -
tni 0 tnn 0
0 —im 0 ton
con
0 -1 .0 0
1 0 0 0
T = : € so(n).
0 0 0 -1
0 0 1 0

Abbiamo n = 2k, procediamo per induzione su k:

1) k=1
poiche J, P, J P determinano una struttura quaternionica su V'
possiamo scegliere v € V con v # 0 e considerare la base

{v,Jv, Pv,JPv}.

Questa base soddisfa le richieste in quanto

1
M(P) =

o= OO
o O O
oo = O

0

0
-1 0
e

2)  Assumiamo che il risultato sia vero per dimV < 4(k — 1).

3) Sia dimV = 4k;
. . def N
siav; € V, v1 # 0esia Vi = (vy,Juy, Pvy, JPv). Vy & J-
. . . . . def N
invariante e P-invariante, di conseguenza anche W = Vi &
J-invariante e P-invariante.
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Possiamo applicare l'ipotesi induttiva per dedurre che esiste una

base B = {vs, Jus,...,v,, Jv,} di W tale che

th 0 tll(n—l) 0
0 —t ... 0 —tll(n_l)
M(Pw) = :
too O oy O
0 —thip 0 “Hn-1)(n-1)
e
0 =1 ... 0 0
1 0 ...0 0
T'=|: : .. : [eson-1).
0 0 ...0 —1
0 0 ...1 0

Dunque B = {vy,Jvy, Pvy,JPvy,vs, Jus,...,v,, Ju,} & la base ri-
chiesta. &

Siamo adesso in grado di dimostrare il seguente

TEOREMA 2.2. Se Q = S, P € Z(P'(C) ) allora
Ns(Q)=0 < P € u(n)NSO(2n).

Dimostrazione
Essendo

N7(Q) =0 <= mp(Ki(mp(A))) + Prmip(K(Prip(A))) =0
VA € so(2n),
si deduce immediatamente che per A € up
7T1P(I([(7T1P(A))) + P?Tlp(I([(Pﬂ'lp(A))) =0

dunque e sufficiente limitare la nostra attenzione ad A € sp. In
questo caso abbiamo

T1p(K1(m1p(A))) + Prip(K1(Pmip(A))) =
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= m1p(K1(A)) + Prip(K[(PA)) =

(A=JAT)

PA— JPA.
tpmp(Pa - gpas - p(PAZIA]

1
= §(N1P(A —JAJ —tr(

J)J)) =
= i(A — JAJ + PAP — PJAJP — tr(AJ)(J + PJP)+
+P(PA— JPAJ + PPAP — PJPAJP — tr(PAJ)(J + PJP)) =
= i(QA—JAJ—PJAJP—Hr(A.])PP, J—A—PJPAJ—A+JPAJP-
—tr(PAJ)P, J)=

1
= (P JAP.J +1r(AJ)PP,J — tr(PAJ)P,J).

Dunque

N7 (Q)=0 < P,JAP,J +tr(AJ)PP,J — tr(PAJ)P,J =0

VA € sp.
Osserviamo che
tr(AJ) = —itr(APP,J)
tr(PJA) = —itr(AP,J)

per cui la condizione di integrabilita diventa
1 1
P, JAP,J = §tfr(APP7 J)PP,J — §tr(AP, J)P,J VA € sp.

Sia B € SO(2n) tale che P = B.J'B; allora posto

H='BP,JB € s(n)
X ='BAB € s(n)

la condizione di integrabilita puo essere riscritta come

1 1
HXH = —tr(XH)H + 5tr(XJH)JH YX € s(n).
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Per il lemma precedente e per il fatto che ad(C) € Aut(s(n)) per
C € U(n), possiamo considerare

t11 0 R AT 0
0 —t11 ... 0 —l1n
H=1| : oo :
thi 0 ... tpn O
0 —tpy ... 0 —tun

e riscrivere la condizione nella forma

t11 0 tln 0 all bll e A1 bln t11 0 tln 0
0 —t11 ... 0 _tln C11 d11 ... Cin dln 0 —t11 ... 0 _tln
tnl 0 e t'nn 0 anl bnl ve. Onn bnn tnl 0 e t'nn 0
0 _tnl ... 0 _tnn Cnl dnl oo Cnn dnn 0 _tnl ... 0 _tnn
0 —t11... O —tin ti1 0 ...tn 0
—t11 0 ...—tin 0 0 —t11 ... 0 —tipn
1 . 1 .
:§tr(XJH) : Do : —Etr(XH) S R
0 —tp1... 0 —tun trni 0 ... tpn O
—tn1 0 .. —tpn O 0 —tn1... 0 —tnn

questa & verificata <— T =0 < H =0 < P,J =0, cio¢ se
e solo se P € u(n) N SO(2n). &

Lo studio di W(P™C) ) equivale, dunque, allo studio di u(n) N
SO(2n). Se A € u(n) NSO(2n) allora si ha anche A € U(n) dunque
A ¢ diagonalizzabile cioe esiste M € GL(n, C) tale che

eV 0
A=MAM™' =M : : M1
0 ... e/ ln
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Da A? = —1I; segue

V=19 0 ?

dunque deve risultare
M =L/ T Yj=1,...,n

per cui la scelta di A si restringe a 2" possibilita.
Indichiamo con A(n) I'insieme di queste 2" matrici.

OSSERVAZIONE 2.3. Se A € u(n)NSO(2n) allora tutta la U(n)-
orbita di A ¢ in

u(n) N SO(2n) .

PRrROPOSIZIONE 2.4. Due matrici A1,Ay € A(n) sono nella
stessa U(n)-orbita se e solo se hanno lo stesso numero di \/—1 e

ey

Dimostrazione. Siano Ay, Ay € A(n) con lo stesso numero di
V=1 e —y/—1. Fissando una base su C"*! possiamo considerare
A1, Ay come applicazioni lineari

Ayttt =12,

Chiaramente le due applicazioni differiscono soltanto per un cam-
biamento di base, dunque esiste una matrice unitaria M tale che
Ay = MA{M~"'. Viceversa, se A1, Ay non hanno lo stesso numero
di /=1 e —y/—1, non possono stare nella stessa U(n)-orbita perche
non hanno la stessa traccia. &

Classifichiamo le U(n) orbite delle matrici A € A(n) :
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ProposizIONE 2.5.  La U(n)-orbita di una matrice A € A(n)
con k segni \/—1 e (n — k) segni —/—1 é, come spazio omogeneo,
U(n)
Ulk)y x U(n — k)

G.(k,n)=

Dimostrazione. E sufficiente calcolare il gruppo di isotropia della
matrice
N=VA0 0
0 —/=114(n — k)

dove I4(k) e I5(n — k) sono le matrici identita di ordine k e (n — k).
Chiaramente U(n) X U(n — k) & contenuto nel gruppo di isotropia
della matrice fissata ; sia A € U(n) :

(1)

con o matrice (k x k) e § matrice (n — k x n — k). Imponendo

a f V-114(k) 0 _
(587 )=

1)
_(\/—_Hd(k) 0 )(aﬁ)
N 0 —V/=114(n — k) vy & /7

si ottengono

—la =+v-la
—=18I3(n — k) =~/—114(k)3
—/—16 = —y/—16
V=1v14(k) = —v—11(n — k)y
da cui seguono immediatamente § = 0,7 = 0 e quindi la tesi. &

Ricordiamo che Z(n) = {P € so(2n) N SO(2n) | P > 0}; dunque
dobbiamo stabilire quali dei G, (k,n) sono contenuti in Z(n).

PROPOSIZIONE 2.6.
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Dimostrazione.

. ( V=1I4(h) 0 )

128

dove, sulla diagonale, compaiono h blocchi ( _01 (1) ) e (n—h)
blocchi ( (1) _01 )

Indichiamo con Aﬁ_h la matrice sopra descritta. Sia {ey,...,e9,}
la base di R?", considerando che

h h h
{617 An_heh ce ey €2h—1, An_h,€2h—17 €2h+2, An_h62h+27 teey
h _
€2n7An_h€2n} =
= {617 —€2,...,€2h-1, —€2h, €242, —€2h+41,5-..,E2n, _6271—1}

& positivamente orientata <= h & pari, si ottiene che le basi del
tipo
h h
{v1, Ap_pv1s . oy Un, Ap_p0n }

sono positivamente orientate <= h ¢ pari.

.. Un
@“mlumxg@—m

C Z(n) <= h & pari. %
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Abbiamo cosi provato che la parte integrabile, W (P(C) ), del

twistor space Z(P"(C) , F.S.) interseca ogni fibra in
U(n

2, TR Ul — 2)’

ProPOSIZIONE 2.7.
5 U(n) B SU(n+1)
SUn+1)%, U(2k) x U(n —2k) — S(U(1) x U(2k) x U(n — 2k))"

Dimostrazizone. Segue dalla definizione dell’applicazione p.

PROPOSIZIONE 2.8.
SU(n+ 1)

W(F(C)) = 2}% S(U(1) X U(2k) x U(n - 2k)°

Dimostrazione. Basta osservare che

wW(Pte) )= |J SU@m+1)

2k<n

y U(n)
PU(2k) x U(n — 2k)

ed applicare la proposizione precedente.

3. Il luogo integrabile del twistor space in dimensione 4.

Se dimgrM = 4, e possibile fornire una descrizione accurata di
W(M). Sia {w1,ws,ws} una base ortonormale di /\iTxM >~ R3
/\3_}1%4 formata da autovettori di W, ().

Indicando per semplicita W, () con W, abbiamo che la matrice
associata a Wy rispetto alla base fissata e

Al 0 0 3
Wil=1 0 X 0O con Z A =0.
0 0 Ag i=1

E facile verificare che a w1, wsy,ws sono associate 3 strutture quasi
complesse I,.J, K € so(4) tali che I? = J? = K? = —I;, IJ =
K, JK=1, KI=J.

(OSSERVAZIONE 3.1.
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1) Z(2):{P:a]—}—b.]—}—cK|a2—|—b2—|—02:1}

a
2) SiaPeZ(?2), P=| b | allora

c
TpZ(2) ={zl +yJ + zK | .'1ca—|—yb—|—zc:O}:PL = sp;

3) Ng(P)=0 < o(P)[W4,0(P)]o(P)=0su AZ;

4) per A € AL o(P)[Wy,a(P)]a(P)(A) == [P, W, ([P, [P, Al])-
[P, W ([P, AD]] = [P, Wy (=2(A + PAP)) — [P, W, (PA -
AP)] =0 < [o(P)W4,0(P)=0su Pt

Vediamo come opera o(P) su ALR?* C s0(4) :
T

sia | y | e AZR?
z

oP)| y | =Pzl+y)+zK=al+bJ+cK,zl+yJ +:zK =

z

= (ay —bx)l,J + (az — cz)], K+ (bz — cy)J, K =
=2(ay — bz)K — 2(az — cz)J + 2(bz — cy)1,

T
dunque o(P) operasu | y | come la matrice

0 —c b
o(P)=2 ¢ 0 -a
—b 0

Adesso siamo in grado di determinare il luogo degli zeri del tensore
di Nijenhuis:

N7 (P)=0 < o(P)[W4,0(P)lo(P)=0
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Lo (P)[Wy, o(P))o(P) =

0 0 —c b 0 —c b
= c s c 0 —a c 0 —a =
—b —b a 0 —b a 0
0 —klc-l- Agc A1b — Asb 0 —c b
= c k2c—klc —Xga + Aza c 0 —a =
—b —Azb+ \b Ag,a—kga 0 —b a 0
ponendo /\” =X -

=216 + Aizb Azz2ab —Asz2ac 0 —c b
= —)\13ab )\2102 — )\3202 )\131)0 C 0 —a =

)\glac —)\21bc —)\13b2 -1—)\32612

)\21 CS— )\320&2—)\130132 2)\13&1)0 )\31 ab2—)\21 ac2—|—)\32a3

( 2)\320[)0 )\2103—)\130132—)\320612 )\12b02—|—)\13b3—)\32ba2 )
)\12 bc2—|— )\13 bs— )\32 ba2 )\31 Clb2— /\21 ac2—|— )\32 Cl3 2)\21 abc

allora o(P)[W4,0(P)o(P) =0 su AZR* <= valgono le seguenti
relazioni:

1) (A3 —Ag)abc=10;

2) (M —A3)abe=0;

w

(AQ — /\1)abc = 0,

N

{(AQ — Al)CZ — (Al - Ag)bZ - (Ag - AQ)(LZ}C = 0,

[

{_(AQ — Al)CZ — (Ag - AQ)(ZZ + (Al - Ag)bZ}b = 07

{—(Al — Ag)bZ — (AQ - Al)CZ + (Ag - AQ)(LZ}(L = 0,

(@]

)
)
)
)
)
) AM+A+A3=0.
Dunque se Wy #0

1),2),3) = abc =0,

di conseguenza abbiamo tre casi :

caso (1)

se a = 0 le condizioni di integrabilita si riscrivono :
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1) {(AQ — Al)CQ - (Al - )\3)[)2}C = 07
2) {_(AQ — Al)CZ + (Al - Ag)bZ}b = 0,

3) M+A+A=0,

le prime due condizioni insieme a a2+ 4+ =1 portano alla
determinazione di b e ¢ :
b2 — >\2 _ /\1
A2 — A3
2= A=A
T Ay — A3
la terza permette di determinare b e ¢ in funzione di due soli parametri:
b2 — /\2 _ /\1
20+ M
2= 2A 4+ A
20+ A

Ay — A
con 0§2/\2+A1§1.

caso (21)

ponendo b = 0 e procedendo in modo analogo al caso precedente si

ottiene
a2_/\1—/\2_ AL — Ay
T A= A3 T 20+ A
2o A=A 204N
T A= A3 20+ A
A=A
con 0§2A1+A2§1'

caso (222)
ponendo ¢ = 0 e procedendo in modo analogo al caso precedente si
ottiene

az_/\1—/\3_2/\1—|->\2
R S Y
62_/\2—/\3_2/\2+>\1
T A= A1 T 2A— )\

20 4+ Ay
con 0< N =, <1.

OSSERVAZIONE 3.2. Le condizioni :

M= A
< = - <1
0 mtn s
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AL — Ag
0 ————=
T 204 A T

201 4+ Ay
< —<1
0= Al — Ay T

costituiscono una suddivisione del piano Ay, As.

At 00
Conseguentemente comunquedato W, #0, W= 0 Ay 0
0 0 As
3
con Y, A\ =0
=1

il luogo integrabile del twistor space interseca ogni fibra in quattro
punti, eventualmente coincidenti a coppie.

OSSERVAZIONE 3.3. Se due dei A; coincidono il punto corrispon-
dente nel piano Ay, A9 € sulla frontiera di uno dei settori che costi-
tuiscono la suddivisione del piano.

4. 1l caso Kahleriano

Sia M una varieta di dimensione 4, K il suo tensore di cur-
vatura e z € M. Vedendo K, come endomorfismo di A?R* 2 so(4),
posto J, = J e ricordando che il tensore di curvatura di una varieta
Kihleriana soddisfa la condizione

K(JX,JY)=K(X,Y)
possiamo osservare che
Ky (XANY)=K;(JXANJY)=K,.(-J(XANY)J)

per cui se X AY € s5(2) risulta

K (XAY)= K. (XAY)=0,
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dunque scelta una base per suz(2), sj(2), RJ possiamo affermare che
la matrice associata a

K, RJ®ss(2) P sus(2) — BRI P s5(2) d suy(2)

ha la forma

a 00 & & &

0 0 0 o0 0 0

0 0 0 0 0 0
Brz - ’
K] & 0 0 ann arz ars

& 0 0 ax azp azs

& 0 0 a3 azy ass

dunque la matrice associata a
Wi i RI@ sg(n) — RJ @ sy(n)
ha la forma

Wiwl=1 0 -

siamo cioe nel caso dell’osservazione
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