SULLA SOLIDIFICAZIONE DI UN LIQUIDO
BENE AGITATO (*)

di V. de RIENZO e A. MESSINA (a Bari) (**)

SOMMARIO. - Si studia un problema unidimensionale a frontiera libera per la
diffusione di calore con cambio di fase. 1l relativo teorema di esistenza ed
unicita della soluzione é basato sull’ uso di un operatore contrattivo. Si prova
inoltre la dipendenza continua della soluzione dai dati iniziali e al contorno

SUMMARY. - A one dimensional free boundary problem of heat diffusion, with
phase change, is considered. The relative theorem of the existence and unique-
ness of solution is based on the use of a contracting map. Furthermore, the
continuous dependence of the solution on the initial and boundary data is
proved

1. Introduzione, modello, ipotesi sui dati.

In questo lavoro affronteremo un problema unidimensionale di
propagazione di calore in presenza di cambiamento di fase con la con-
dizione di “buona agitazione” della fase liquida. Presso la superficie di
separazione tra le due fasi si produce uno “strato limite” di raccordo tra la
temperatura sul fronte di solidificazione, che assumeremo uguale a zero,
e la temperatura v > O della fase agitata. Oltre al campo termico nella
fase solida sono da determinarsi il suo spessore s € 1a temperatura v come
funzioni del tempo t. Un problema di questo genere ¢ stato affrontato in
[1]. 11 modello che verra qui affrontato & perd notevolmente pid comp-
lesso. Si trovera una condizione di frontiera libera dipendente dalla storia
della frontiera stessa. Problemi simili, in un diverso contesto, sono stati
affrontati in [2] e [3]; tuttavia il caso presente viene meglio affrontato con
tecniche differenti da quelle utilizzate nei suddetti lavori.

(*) Pervenuto in Redazione il 15 settembre 1989.
(**¥) Indirizzo degli Autori: Dipartimento di Matematica — Universita degli Studi di Bari -
Via G. Fortunato — 70100 Bari (Italy).
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Diciamo u(z, t) la temperatura del solido, che, all’istante t, occupa
lostrato 0 < z < s(t) ¢ v(t) la temperatura del liquido, che occupa lo
strato s(t) < z < 1. Dopo aver normalizzato ad 1 i coefficienti termici e
adimensionalizzato le variabili, calcoliamo I’energia termica contenuta in
un cilindro di base unitaria, con generatrici parallele all’asse z, al tempo t:

8(t)
(1.1) / u(z,t)dz + v(t)(1 —3s(t)) + A(1 — s(2))
0

dove ) ¢ una costante positiva adimensionale associata al calore latente ¢
dove si ¢ tenuto conto che:
i) nella fase liquida all’energia dovuta alla capacita termica si aggiunge
quella dovuta al calore latente; '
ii) lo spessore dello strato limite si suppone trascurabile.

Se non vi & scambio di calore alla parete z = 1, la differenza tra
I’energia termica (1.1) con quella all’istante iniziale & dovuta al flusso di
calore —u,(0,t) attraverso la parete z = 0.

Abbiamo quindi I’'uguaglianza:

s(t)
(1.2) / u(z,t)dz + v(t) (1 — s(t)) + A(1 —s(t))+
0

s(0) .
_{/ uo(z)dz + v(0)(1 — 5(0))+
0

t
+X(1 - 3(0))} = —/ u;(0,7)dr
0

e derivando rispetto al tempo otteniamo una relazione che esprime il bilan-
cio termico complessivo al tempo ¢:

(1.3) uz(s(t),t)+dit[v(t)(1—s(t))] —23(t) =0.

La condizione di bilancio termico all’interfase in presenzadello “strato
limite” si scrive:

(1.9) [A+v(t)]8(t) = —av(l) + u(s(t),t)
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dove ) + v(t) esprime il salto di energia termica attraverso 'interfase e
il secondo membro esprime invece il salto di flusso termico (la costante o
essendo legata allo spessore dello strato limite).

Dalle (1.3), (1.4) siricava

u(t) _ o

(1.5) O ETOL v(0)=v >0
e quindi

'«
(1.6) v(t) = vo exp [—-./0- l_——sf:r—)_d'r] .

In conclusione il problema ha la seguente formulazione:

(1.7) tzgz—us=0 in Dr={(z,t) :0 <z <s(t),0 <t<T},

(1.8) s(0)=b, 0<b<l,

(1.9 u(z,0) = h(z) <0, 0<zx<h,

(1.10) u(0,t) =p(t) <0, 0<t<T,

(1.11) w(s(¥),)=0, 0<t<T,

(1.12)

(t) = "’(s(i)jz)(;)“”(t),o<t<Tcon v(t) data dalla (1.6) .

Chiameremo soluzione del problema (1.7)<(1.12) in (0,T") la coppia
(s(t), u(z,t)) soddisfacente (1.7)—(1.12) e tale che:
-0 <s(t) <1in(0,T),
— s(t) & derivabile in (0,T) e continua in (0,771,
— u(z,t) & continua in Dr eccetto un numero finito di disconti-
nuiti su z = 0 et = 0 dove entrambi i limiti lim inf u(z,t) e
lim sup u(z,t) sono limitati,
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- u5(z,t) & continuaper0 < z < s(t),0 <t < T,
— Uz, U Ccontinue in Dp.
Sui dati assumeremo che:

(1.13) h(z) € C°(0,b]), h(b)=0

(1.14) —H(b— z) < h(z) < 0 per qualche costante H > 0;

(1.15)  (t) continua a tratti e — @ <p(t) < —-a<0, Vi, con

D >a>0.

Inoltre sceglieremo H in modo che risulti
(1.16) Hb> o .

Nel par. 2 proveremo un teorema di esistenza ed unicita con un metodo
di punto fisso. I risultati che troveremo in 2a (lipschitzianita della s(t)) e in
2b (limitatezza inferiore della s(t)) garantiranno che 1’unico caso di non
esistenza globale si avrd quanto esiste ¢* tale che hm s(t) = 1. Com-
pleteremo il lavoro con la dimostrazione della dlpendenza continua della
soluzione dai dati e dal contomo e con lo studio del caso in cui 1a fase solida
¢ a zero gradi, per il quale si pud ottenere la soluzione esplicita. L’ultimo
paragrafo ¢ dedicato ad alcune stime asintotiche.

2. Teorema di esistenza ed unicita.

Dimostreremo il seguente teorema
TEOREMA 2.1. Nelle ipotesi del paragrafo precedente esiste T*
dipendente dai dati tale che, per T < T* il problema (1.7)(1.12) ammette

una ed una sola soluzione. Inoltre o T* = + 00 oppure s(T*) = 1.

Premettiamo alcune stime a priori.
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2a. Lipschitzianita della s(t).

Sfruttando le ipotesi sui dati, dal principio di massimo si deduce che
uz(s(t),t) > 0 e quindi dalla (1.12) si ottiene una limitazione inferiore
per 8(1):

av(t) avo

(2.1) é(t)2~)\+v(t)>—)‘ =-B, B>0, te(0,1)

in quanto v(t) € limitata e positiva.
Scelto T in modo che risulti mm s(t) > 0,inquanto s(t) > b— Bt,

nell’ mtervallo di tempo (0,7 conmdenamo la trasformazione:
§=z+ Bt, 7=1, 3(7) = s(7) + Br,
ﬁ(E,T) = U(f - BT: T) .

La funzione %(§, 7) ¢ tale che:

(2.2) ﬁef—Bﬁf—(-Lf:O, Br<é<3(n), O0<71<T,

(2.3) u(§,0) = h(§), 0<ELD,
(2.4 @(Br,7) =p(7), 0<7<T,
(2.5 a(3(n),nN=0, 0<7<T.

Consideriamo ora la funzione

(2.6) w(€,m) = —C(3(7) —)(2b+ & —3(7))

nel dominio

(2.7 A={1:51)-b<é<3n), 0<7<T},
dove

(2.8) b= min{orgtigTs(t), 1/B}>0
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(&
(2.9) C = Hb/b* .

La funzione w(§, 7) soddisfa in A il seguente problema

wgf—Bwf—-wr—ZC{l-i-s('r)({—s('r) +b)}+
—ZBC(b-s('r)+£)
(2.10) w(3(n),n = )
w(§,0) = :-C(b—f)§2b+€ —b),
w(3(1) —b,7) = —Ch?

¢ in tale dominio
(2.11) w(€,n <u(€,7 <0

in quanto per le ipotesi fatte accade:

2C{1+ s('r)(f—s('r) + b)} 2BC(b—3(7) + §) >0,
(2.12) { —~C(b—€6)(2b+ ¢ —b) < —H(b—1),
~Ch < —Hb.

Ma &(3(7),7) = w(3(7),7) = 0 e quindi:

ug(3(7),7) < we(3(7),7)
ovvero
(2.13) uz(s(t),t) <we(3(7),7) =2Hb/b.

Conoscendo quindi una limitazione inferiore per $(t) abbiamo de-
dotto una limitazione superiore per u,(s(t),t) anche nei tratti in cui $(£)
¢ negativo. Tenendo conto della (2.13) e della (1.12) troviamo una limi-
tazione superiore anche per 3(t):

2Hb

-~ <5

e quindi la lipschitzianita della s(t) con coefficiente

avg 2Hb
(2.149) Agmax{ B }
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11 risultato raggiunto in questo paragrafo permette gia di escludere casi
in cui l1a soluzione di (1.7)—(1.12) cessa di esistere dopo un tempo finito, €
prima che la frontiera libera possa aver raggiunto gli estremi zero o uno,
a causa di una singolarita di $(t). Troveremo nel prossimo paragrafo una
limitazione inferiore per s(t), € quindi concluderemo che 1’unico caso di
non esistenza globale si ha quando, per un qualche ¢, s(t) tende ad uno
(v. Oss.1).

2b. Limitazione inferiore della s(t).

Le ipotesi fatte sui dati, pit precisamente le (1.15), (1.16) assicurano
I’esistenza di una costante uo < b tale che h(z) < TfE( flo — T) per
0 < z < po. Se s(t) assume un valore u < o esistera un primo istante
t* tale che s(t*) = u; ovviamente §(t*) < 0.

Consideriamo nel dominio A* = {(z,t) : 0 < z < s(t), 0 <t £
t*} la funzione

w(z,t) = i—(u —1z) + u(z,t);

essa soddisfa il seguente problema
Wy —wr =0 in A*
w(z,0) = E(u — 1)+ h(z) <0,
w(0,t) =a+ p(t) <0,
w(s(t), 1) = (= s(t)) <0
Possiamo alloradedurre w(z,t) < 0 inA* e poich¢ w(s(t*),t*) =0

si ha w (s(t*),t*) > 0 e quindi u,(s(t*),t*) > ‘%

Dalla (1.12) deduciamo infine:

a/u — avo

8(1) 2 A+ v

quantita che per 4 > po = a/avg € certamente maggiore (stretto) di zero.
La contraddizione deriva dal fatto che s(t) non puo assumere valori
pitl piccoli di un determinato u.
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2c. Riformulazione integrale della condizione di frontiera libera.

Supponiamo che la coppia (s(t),u(z,t)) soddisfi il problema
(1.7)~1.12)in (0, T') e consideriamo I’identita di Green applicata alla cop-
pia u(z,t), v(x) = z nel dominio Q; = {(z,7) : 0 < z < s(7),0 <
T< t}:

// (vLu — uMv)dzdr = f [uvdz + (Vuz — uvz)d7]
Q 90

dove L indica 1’operatore (82 /8z* — 8/37) ed M quello aggiunto.
Nel nostro caso la riformulazione integrale della condizione (1.12) &
la seguente

-/'t s(1)v(1)(2 — s(7)) d 1
o
0

_ T2 2
21 —a(ry = O+ 00) =SSO+ v(D) ]+

b s(t) t
(2.15) —-/ a:h(:z)dz+/ zu(:r,t)d:r—/ e(r)dr, 0<t<LT.
0 0 0

Viceversa se la coppia (s(t),u(z,t)) soddisfa (1.7)—(1.11), (2.15)
con s(t) lipschitziana ed u,(z,t) continua fin sul contorno s(t) allora
essa € soluzione del problema (1.7)—(1.12). Cio si dimostra con tecniche
oramai classiche [4].

3. Definizione dell’operatore T°(s(t)) = 3(t).

Definito il seguente insieme X (Tp, Ao), con Ty ed Ag costanti po-
sitive da determinare, delle funzioni s(t) definite in [0, To], lipschitziane
con coefficiente A < Ag

(3.1) X(To, Ao) = {s(t) : t €[0,To],s(0) = b,

lipsch. con coeff. A < Ag, max s(t) < 1},
0<t<Ty

per un’assegnata s(t) € X(To, Ao) risolviamo il seguente problema, che
per le ipotesi fatte ammette una ed una sola soluzione:

Ugy — U =0 in Dr,

uw(z,0) = h(z), 0<z<b,
u(0,t) =p(t), 0<t<T,
u(s(?),t) =0, O0<t<T.

(32
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Quindi dalla (2.15) determiniamo la funzione 3(t)

200 _ 1 2 N " s(D)v(1)(2 = s(7))
3 (t)—)‘+v(t) {b (X + vo) 2a/0 2(1 —8(1) dr+

b 8(t) t
(3.3) —2/ xh(:z:)d:z:+2f :z:u(a:,t)dx—2/ go('r)d'r} ,
0 0 0

con cui ripartire nel procedimento descritto. Resta cosi definito un opera-
tore T che dimostreremo essere una contrazione in un opportuno intervallo
temporale. Chiaramente ogni punto fisso di 7 fornisce una soluzione del
problema. Intanto ¢ immediata la verifica che 3(0) = b, sfruttando 1a (3.3).
3a. Lipshitzianita della 3(t).

Dimostreremo che esistono due costanti g > 3£ e Tp < % tali che

(34 T(X(To,A0)) C X(To,Ao) .

Consideriamo il problema per una #(z,t) con s(t) nell’insieme
X(To,A0):

Vpr — U =0 in Dp, con T < Ty,
(35) 1')(:1:,0)=—H(b—-z), OS‘”Sb,
’ v(0,t) = —Hb, 0<t<T,
v(s(t),t) =0, O0<t<T,

€sso, per le ipotesi fatte, possiede un’unica soluzione v( z,t) che ¢ tale:

(3.6) " %(z,t) < u(z,b), in Dp
C
(3.7) uz(s(t),t) <v,(s(t),t),0 <t<T.

Usando ora le formule di Green e di Neuman per il semispazio dopo
aver dato una rappresentazione integrale della soluzione del problema (3.5)
della v(z,t), abbiamo '

b
(3.9) 5.(s(1),1) = 2 H f N(s(t), t:¢,0)de+
0
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t
+2/ 0:(8(7), 7 Gz(s(t),t; s(1),n)dT.
0

Poich¢ s(t) € X(Tby,Ao) ed & quindi lipschitziana in [0,T"] con
coefficiente A < Ay, abbiamo

|s(t) —b| < AT con b— AT >0 perla2b,

¢ dalla (3.8) deduciamo:

i A 1 1 vy (s(7), T)
Vala(t),1) S 2H + [zﬁ* e\/v_rb—AT] Vo7 °

Utilizzando una notevole diseguaglianza integrale dimostrata in [5],
per la (3.7) abbiamo:

2 T
ua(s(t), 1) gZH{H [A+ m] \/;}
A 1 2

Ora, assegnata la s(t) in [0, T'] con coefficiente di Lipschitz A, per
provare la lipschitzianita della 5(t) dimostreremo la limitatezza della |5|;
dalla (3.3), essendo v(t) limitata e positiva, abbiamo:

2H 2 T
Y {“[A*va;}
A 1 2
CXP{T[5+——e(b—AT)] }

Dallo studio della funzione F(A,T; H,b) al secondo membro della
(3.9) notiamo che esiste un solo T' (che indicheremo con Tj) tale che
I’equazione F(A,To; H,b) = A possiede un’unica soluzione (che in-
dicheremo con Ag): F(Ao,To; H,b) = Ao e quindi

(3.10) |s| < Ao, O <t < To ovvero lalipschitzianita della 3(¢) .
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Altre proprieta della funzione F(A,T; H,b) comportano

(3.11) Ao > z{-{-

¢ dalla lipschizianita della 3(t) deduciamo una stima superiore per Tp:
(3.12) To < b/Ao .
Resta quindi dimostrato un teorema di esistenza. |

3b. Contrattivita dell’ operatore T .

Assegnate due funzioni s1(t) ed s2(t) nell’insieme X (A, To) con-
sideriamo i seguenti problemi nello stesso intervallo di tempo (0,T") con
T<Toedi=1,2:

( Ujzr — Ut = 0 in Dr{(z,t) : 0 < z < s;(1),
0<t<T<Th},

(3.13) < ui(z,0)=h(z), 0<2z<s(0)=bcon0<b<1,

U{(O,t)=§0(t), 0 <t<T)

Cui(si(t),t) =0, O0<t<T.

Posto
8(t) = |s1(t) —s2(8)], ||6]| = (gggzlrs(f)l

e tenendo conto che s(t) ¢ limitata inferiormente (par.2b) e che quindi

|51 — 33|

|T81—T82|= |81-—82‘S 26— AeTD)

utilizzando la (3.3) otteniamo:

1
222(b— AoThH)

(3.14) |31 -3 < [I1+I2+I3+I4+|b2()\+vo)+

b t
+2 / zh(z)dz + 2 / e(ndt||v2(t) — v1() |]
0 0
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con
I = a) /t 82(M)v2(7)(2 — 52(7)) s
0 1 —s2(7)
_/t s1(Nvi1(1)(2 —51(7)) d'r’
0 1 —s1(7) ’
81(t) 82(t)
L =2\ / zul(z,t)dz—/ zuz(z,t)dz|,
0 0
_ ' 52(N)v2(1)(2 - 52(7))
I3—avl(t)/0- = 55(7) dr+
(D) /‘ s (DD — 51(7) dr, |
0 1 —s1(7)
81(t) 83(t)
In=2 vz(t)/ zul(z,t)dm—vl(t)/ zuz(z,t)dz| .
0 0

Per la stima dell’integrale I;, osserviamo che, poiche s1(t) € s, (t)
appartengono all’insieme X (To, Ao), esiste € > 0 tale che 1 — s;(t) > &,
1=1,2 e quindi

avo Ty
82

(3.15) lv2(t) — i (¥)| < |6]]e -

Tenendo poi conto anche della lipshitzianita di s(t), si trova:

Iy < Ci(To)|[6]¢

Ci(To) = 95%-{%)_ [2(b+ AoTo) + 3(b+ AoTo) 2+

+(b+ A0T0)3}T02 +voTo[2+ 2(b+ AoTo) + (b+ AOTO)Z]} .

Per poter stimare I, consideriamo ancora la funzione (z,t),
soluzione del problema (3.5), e studiamo il problema per la |9,(z,t)| in
Dr, peruna s(t) sceltain X (Tp, Ao).

Per il principio di massimo |v;(z,t)| & limitata, indipendentemente
dalla s(t); cioe esiste Ho, funzione dei dati ed in particolare di pq, tale
che |9;(z,1)| < Ho e quindi

(3.16) lu(z,t)| < Ho(s(t) — z) in Dy, .
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Segue, procedendo come in [6]

L < C(To)|||le ,

4 2
Ca(To) = \/}_Io(b+ AoTo) exp (AZTO) (1 + AO\/\/‘ETO) \/-fo .

Per I3, dopo semplici calcoli, si trova:

I3 < C3(To)||6]]¢ ,

Cs(Ty) = °‘”° 2012014 b+ AgTo) + (b+ AoTo)21T .

Infine, si stima I4, utilizzando ancora le tecniche impiegate in [6]:

Is < Cs(To)||6|)e ,

3
Cu(Ty) =252 («bTo i ) Ty + Ler(Th)
Posto poi
Co(To) = 3”—9 [2() + vo) + 2@To + HB| To

¢ tenendo conto delle stime sopra trovate si ha:

131 — 32]s < C(To)||6CO]¢ ,

1

C(To) = 232(b— AoTo)

[Co(To) + Ci1(To) + C2(To)+

+C3(To) + Cs(To) ],



SULLA SOLIDIFICAZIONE DI UN LIQUIDO ecc. 19

funzione continua di Ty, tendente a zero linearmente con Tbo; ¢ possibile
allora trovare un T™ per cui, se Tp & minore di T, risulta C(Ty) < 1 e
quindi la trasformazione T, definita nel paragrafo 3, & una contrazione.

Per concludere la dimostrazione del Teorema 2.1 osserviamo che la
soluzione potra essere prolungata oltre Ty grazie alla (3.16), nella quale Hy
dipende solo dai dati, finch¢ eventualmente non si verifichi che s(T*) = 1
per quaiche T™.

Concludiamo questo paragrafo con le seguenti osservazioni.

OSSERVAZIONE 1. I risultati raggiunti permettono di dedurre che
'unico caso di non esistenza globale, si ha quando sussistendo la
lipschitzianit della s(t}, 3¢* tale che lim s(t) = 1.

t—t*—
In questo caso fat l—:i-(-;)-dt ¢ divergente; infatti, sempre per la
lipschitzianita della s(t), perqualche X > 0: s(t) > 1 = A(t* —t) e
quindi v(t) tende a zerc pert — t*.

{JSSERVAZIONE 2. Poicli¢ 1’operatore T & sempre una contrazione in
opporiuni intervalli (O, 7*) qualunque sia la famiglia di dati ed ¢& rispetto
ad essi continuo, ne consegue Ia dipendenza continua della soluzione del
problema (1.7)—(1.12) dai dati ¢ dal contorno applicando il Teorema 1. XVI
di [71.

4. Caso particolare (fase solida a zero gradi).

Nel caso in cui u(z,t) = 0 dalla relazione (1.12) troviamo

av(t)

(4.1) () = —m

<0

ed ¢ possibile trovare 1’equazione differenziale per v(t); infatti derivando
due volte rispetto al tempo I’espressione di v(t) e tenendo conto della @é.m
otteniamo

[ 1T,
(4.2) () = [v(t) + A+v(t)]v
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con le condizioni iniziali:

(4.3) 0(0) = vo, AO) =~ .
La (4.2) ammette come soluzione
(4.4) v(t) = dvo/[(vo + N)eP' — w7,

con
B=)a/(1=b)(A+wg) >0 .

D’altra parte dall’espressione di ¥(¢) otteniamo

_ av(t)
s{(t)y=1+ 0]
¢ per 1a (4.4) abbiamo:
(4.5) s(D=v(l-b(eB—-1/r+b.

Come si nota il contorno ¢ retrogrado e tende asintoticamente al vaiore
b—vo(1—=0)/A.

5. Stime asintotiche.

Premettiamo che per 1’esistenza del limite tlim s(t) = s < 1€

—+00

necessario che jo‘” o(t)dt sia covergente. Cid consegue dalla (2.15), as-
sumendo che se tale limite esiste v(f) — 0 esponenzialmente e che tutti i
limiti non contenenti ¢ risultano limitati. ,

Una peculiarita del problema in esame, legata al fatto che ’evoluzione
della frontiera libera dipende dalla storia precedente, risiede nel fatto che
la conoscenza di f; p(7)dT non ¢ in generale sufficiente per 1a determi-
nazione di un vaiore asintotico di s(t). Cio si spiega richiamando il bilan-
cio termico (1.2), il quale consente un semplice studio asintotico se & nota
la quantita di calore compiessivamente scambiata con 1I’esterno. Quando
pero ¢ assegnata su £ = 0 la temperatura, 1a suddetta quantita non risulta
univocamente legata al valore di [;° p(t)dt.
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E tuttavia possibile ottenere dei risultati generali nei casi estremi o —
0, a — co.

Per a — 0 il problema si riduce banalmente ad un problema di Stefan
ad una fase con un calore latente apparente ) + vy .

Nel secondo caso basta osservare che il primo termine nella (2.15) si
puo riscrivere nella forma

—1 " s(2 —9s)e 9d0 0(7) = _‘1 d‘l]
av S con

e per @ — oo si riduce 2 7v0b(2 — b). Per I’eventuale valore asintotico
S Si ottiene allora (con I'ipotesi tlim o(t) = 0) ’equazione
—00

b t
A.si,:xbz—zbvo(l-b)—f xh(z)dx—/ o(1)dr,
0 0

col vincolo 0 < s, < 1.
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