SEMINORME DI BEPPO LEVI
E MISURE POSITIVE SOPRA UNO SPAZIO
LOCALMENTE COMPATTO (%)

di MARIO A. PUGLISI (a Bari) (**)

SOMMARIO. - Viene indicato un procedimento per costruire la teoria dell’integra-
zione di N. BOURBAKI rispetto ad una misura positiva sopra uno spazio
localmente compatto adoperando i metodi delle seminorme di Beppo Levi.

SUMMARY. - The integral theory by BOURBAKI on a locally compact space is
constructed by means of the method of « seminorme di Beppo Levi» in-
troduced by the writher elsewere.

Introduzione.

La nozione di seminorma di Beppo Levi dallo scrivente intro-
dotta ed utilizzata in altra Nota (cfr. [12]: introd. e [14]:§ 1) pud
essere efficacemente adoperata per costrnire, attraverso i metodi da
essa forniti, la teoria dell’integrazione di N. BOURBAKI rispetto ad
una misura positiva sopra uno spazio localmente compatto.

A cid si perviene nella presente Nota costruendo per umn’asse-
gnata misura positiva u su uno spazio localmente compatto una
conveniente seminorma di Beppo Levi qui denominata « canonica-
mente associata a u» e riconoscendo che la teoria dell’integrazione
da essa dedotta con i metodi tipici sopra richiamati & identica alla
teoria dell’integrazione di N. BOURBAKI col significato naturale che
la pavola «identica» viene ad assumere in questo contesto.

(*) Pervenuto in redazione il 30 ottobre 1970.

Lavoro eseguito nell’ambito delle attivitd dei Contratti di Ricerca matema-
tica del C.N.R.

(**) Indirizzo dell’Auntore: Istitnto di Analisi Matematica dell’Universita
— Via Nicolai 2 — 70121 Bari.
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La seminorma di Beppo Levi associata a u viene qui ottenuta
come caso particolare di un pit generale procedimento assiomatico
di costruzione di seminorme di Beppo Levi.

v

§ 1. Costruzione di una seminorma di Beppo Levi.

1. — In quanto segne K & un insieme arbitrario. Sia B un
- insieme non vuoto di funzioni reali positive definite in B assogget-
tato alle condizioni seguenti:’

(1.1.1) FEDB, geVB=>r-1+ geP,

(1.1.2) AER,0<<A, fEB=—>1.f€P,

(1.1.3) JEDB, geB=>inf(f, g)€B, sup (f,g)E€DB.
Osservazione 1. Evidenteﬁente, rigulta (1)

(1.1.4) 05€ PB.

Sia, ulteriormente, »: 3 — R una funzione reale definita in
3 assoggettata alle condizioni seguenti (2)

(115)  SEB, geB=>v(f+9) =r(f)+ ),
(1.1.6) AER, 0<, f€%:>v(l-f)=l-v(f),
(1.1.7) JE %1 .‘IECB’ S<g=>r(f)<» (9),

(1.1.8) (f")nENECBN, V”EN:fngﬁr+l’ fECB’ sup fn = f=—>

neN
sup » (fu) =» (/).
neEN

Osservazione 2, Evidenteniente, risulta che
(1.1.9) » (0p) = 0,

(1.1.10) JEB=>0=<»(f),

() Denotiamo con 0 e, successivamente, con 14 rispettivamente le funzioni
reali definite in E di costante valore 0 e 1.

(?) 8e E ed F sono insiemi arbitrari, denotiamo indifferentemente con F(FE, F)
o con FF Pinsieme delle applicazioni di E in F.
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(1LL11)  fEB,geB, f<g,9—FEB=>v(g— f)=»(9)—» (/),
(1.112)  (fihae N €BY, MaeN:fu<<fut1, O(Fdaen
¢ maggiorata, f €%,

J=sup (inf (f, f2)) =>» (f) << sup »(f,).
neN n €N
2. Siano 93 e » quelli del n. 1. Si ponga (cfr. (%) :

(1.2.1) V) =3/EF(B,R) | 0<f, 3(/u)neNEBY, VnEN: /[, <fups,

f= su% (inf (/. fa))y (0 (fuduen € maggioratal.
ne€

Osservazione 1. Evidentemente, risulta
(1.2.2) B e B* (»).

Si denoti, poi, per ogni f€93* (»), con »* (f) I’estremo inferiore
dell’insieme dei numeri reali ciascuno dei quali & del tipo sup » (/)

neN
con (f,),¢x successione monotona crescente di elementi di 3 tale

che /= sup (inf (f, f.)) e (»(f.),en Sia maggiorata.
neEN

Osservazione 2. Evidentemente, si ha che
(1.2.3) SJEB* (v)=—> 0 <<2»*(f).
Osservazione 3. Risulta che
(1.2.4) JEB=>"(f)=»([)

Invero se f€93 ed (f,),¢x & una successione monotona cre-
scente di elementi di 3 tale che f=sup (inf(/, 1) ¢ (*(finen
n €N
sia maggiorata, risulta (cfr. (1.1.12)) »(/)<sup»(f,) e, quindi,
neN

v (f)<+*(f). Essendo, poi, evidentemente, »*(f)<» (), consegue
V()= (]). | |
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Osservazione 4. Evidentemente, risulta che

(1.2.8)  (fidpen€BY, M ueN:f,<fir1, @(Fdnen

¢ maggiorata, f€9Q* (»),

S = sup (inf (f; /0)) =>+* (f) < sup » (/).
neEN neN

PRrOP. 1. Se f 6 g sono arbitrari elementi di 13* (»), risulta
(1.2.6) S+ geB* @),
(1.2.7) (9 < () +»*(9)

Dim. Siano f e g arbitrari elementi di 93* (») e sia ¢ un arbi-
trario numero reale strettamente positivo. Esistono, allora, due suc-
cessioni momnotone crescenti (fu),ex © (¢u)yeny di elementi di P
tali che

(1.2.8) S=sup (inf (£, /i), ¢ = sup(inf(g, gn)),
neEN neEN

@ (fidnen © ((94),ex SONO maggiorate e, inoltre,
(1.2.9) sup» (/i) <* () + —, supv(gn) <" (g) + — .
n€N 2 neN 2

Ora, essendo, per ogni n€N, inf(f,f,) <4 inf(g, 9,) <inf(f -+
+ 9, fn 4 94)y & causa di (1.2.8) risulta f+ g << sup (inf (g, f. + 9.)
neN

e, quindi,

(1.2.10) Sto9= Sg%(iﬂf(f-l- 9y Ju+ 9w)

dove (cfr. (1.1.1)) la (f, 4 g.),¢xy © ancora una successione mono-
tona crescente di elementi di ‘%’. Essendo, ulteriormente, per ogni
n €N, »(fu+ 90) = »([2) + v(ga) (cfr. (1.1.5)), 1a successione nume-
rica (v (fu + 94)y ¢ N risulta maggiorata. Pertanto, a causa di (1.2.10),
risulta f 4 g€93* (») e, inoltre, per (1.2.5) e (1.2.9), »* (/4 ¢9) <
< ¥*(f)+ »*(9) + & Da qui, a causa dell’arbitrarieta di e, conse-
gue anche la (1.2.7).
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Prop. 2. Se féun arbitrario elemento di 3* (v) ¢ 4 & un numero
reale positivo, risulta

(1.2.11) A-JEB* (»),
(1.2.12) V(L f) = A-v* ().

Dim. Sia feB*(») e sia'i€R, 0 << 1. L’asserto & ovvio se
A=0. Sia 0 <1 e sia ¢ un arbitrario numero reale strettamente
positivo. Esiste, allora, una successione monotona crescente (f),¢nN
di elementi di 93 tale che

(1.2.13) S =sup (inf (£, f,)),
, neN
(» {(fi))pexy @ maggiorata e, inoltre,

(1.2.14) supv(f)<v*(f)+%.

n€N
Da (1.2.13) consegue

(1.2.15) A-f = sup (inf (- f, - f,))
n€N

dove (cfr. (1.1.2) (A-f.),¢nx © ancora una successione monotona
crescente di elementi di 3. Essendo, ulterior(mente, per ogni n €N,
v (A fu) = A-v(f) (cfr. (1.1.6)), la successione numerica (» (A-f,), ¢x
risulta maggiorata. Pertanto, a causa di (1.2.15), si ha 1. 7€ 9* (»)
e, inoltre, per (1.2.5) e (1.2.14), »*(1- /) << 1-*(f) + &. Da qui, a
causa dell’arbitrarietd di e, consegue »*(1.f) << 1-»*(f). Ma, allora,
essendo anche A-»* (f)<<»*(4. /), risulta »* (1. f) = 1-v* (f).

Pror. 3. Sia f un’arbitraria funzione reale positiva definita in
E ¢ sia geB*(»). Allora, se é f<g, risulta anche fE€W*(») e »*(f)<<
<* (9).

Dim. Siano f e g quelle previste nell’asserto e sia & un arbi-
trario numero reale strettameute positivo. Esiste, allora, una suc-
cessione monotona crescente (g,),yx di elementi di 93 tale che

g= su{\)I (inf (g, 94)), ¥ (94)nen © maggiorata e, inoltre,
ne

(1.2.16) suap » (g.,) < »*(g) + &
N

ne
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Ora, essendo f<Cg, risulta anche f = sup (inf(/, g,)) e, quindi,
neN

JEB* (). Inoltre, per (1.2.5) e (1.2.16) si ha »*(f) < »*(¢9) + &. Da
qui, a causa dell’arbitrarietd di e, consegue »* (f) << »* (g).

Lum. 1. 8ia (gn, p)peNynen una successione di successioni mono-
tone crescenti di elementi di 13 tale «che per ogni (n,p)€ N >< N si ab-

bia g, p = sup (mf (9n, p » Gnt1,p)) € per ogni n €N la successione nu-
peEN

merica (v (gn, P))pEN sia maggiorata, Allora esiste una successione
monotona crescente (g9q),cy di elementi di B wverificante le seguenti
due condizioni :

1% per ogni funzione reale ¢ definita in E risulta

(1.2.17) sup (sup (inf (@, g, p))) = sup (inf (¢, ¢,4)),
neEN peN qE€

29 (» (9)gen € maggiorata se e solo se (sup »(gn, p))yen €

pEN
maggiorata ed in questo caso, st ha

(1.2.18) sup (sup » (gn, p)) = sup » (g,).
nEN peN qgeN

Dim. Si ponga, per ogni g€N,

Jq=8up ¢r q.
0=k=q

A causa di (1.1.3) la (gy), ¢y risulta una successione monotona
crescente di elementi di 93 ed inoltre si ha

(1.2.19) nEN,peEN, n < p=—=>¢np<9p.

Sia @ un’arbitraria funzione reale definita in H. Poich®, se n
e p sono come in (1.2.19), risulta inf (@, g, ) << sup (inf (p, g,)), si ha
geEN

inf (@, gn,p) << sup (inf (¢, ¢,)) quali che siano » e p e, quindi,
g€N

(1.2.20) sup (sup (inf (@, gn, p))) < sup (inf (¢, gq))-
neEN peN

D’altra parte, per ogni n€N e per ogni p €N risulta inf (¢, g, =

<sup (inf(@, gny1,p)) €, quindi, per ogni n €N si ha sup (inf (@, gn, p)) <<
pPEN PEN
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<< sup (inf (9, gn+1, p)). Pertanto, per ogni ¢ €N risulta
PEN

inf (@, gq) = sup (inf (@, gx, o) <
=k=q

< sup (sup (inf (g, g, ) —SHD (inf (¢, g4, p))y

0=k=q peN PE
donde
(1.2.21) V qeN:inf (9,9 < sup (inf (9, 94, p))
pPE
e anche. '

sup (inf (¢, g,)) << sup (sup (inf (¢, g, »):
q€e€N geEN peN

Questa, assieme alla (1.2.20), prova la (1.2.17).
Sia, ora, la (v (gy))gc v Mmaggiorata. Se n e p sono come in (1.2.19),
risulta » (gn, p) < v (gq) (cfr. (1.1.7)) e, quindi, » (gn, p) << SUDP ¥ (g,).
qg€N

Pertanto la successione numerica (sup »(g,,, ), ¢ N risulta maggiorata

PEN
e, inoltre,
(1.2.22) sup (sup v (g,, p) < sup v (9g)-
neEN peN q€

Reciprocamente sia, ora, maggiorata la (supN v(g,,, pnen € 8iano
gEN e n€N tali che g=<Cn. Risulta g, =I;r€]f(gq,g,,) e, quindi, a
causa di (1.2.21) applicata a g,, g, << sup (inf(g,, 9., ) € anche g, =
——sup (inf(gq, gn, p)) donde, tenuto cor}:to di (1.1.7) e (1.1.8),

pEN
v(9q) = ;gpv(mf (9q 3 9u, »)) ssupv(gn o)

Ma, allora, per ogni g € N risulta » (g,) << sup (sup » (g,,,)) risul-
neEN p€N

tando, con cid, la (v (g,)), ¢ x Mmaggiorata e, inoltre,

sup v (94) < sup (sup Y {(gn, p))-
qEN neEN peN

Questa, assieme alla (1.2.22) prova la (1.2.18).

LeM. 2. Sia (fu),ex wna successione monotona crescente di ele-
menti di V*(v) e sia & un arbitrario numero reale strettamente po-
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sitivo. Allora, esiste una successione di successioni monotone crescenti
di elementi di B ((gn,p)peN)uen terificante le condizioni seguenti :

10) MnreN: f, = sup (inf (£ g0, p))’
pEN

20) M (n,p) €N X N: In,p = S“I? (inf (gu, p 5 gnt1, p))y
pe

3% M u€N: (v(gy, pPpeN € maggiorata e, inoltre,

1
(1.2.23) ;l;% Y (gu, p) < P*(S0) + & (1 — er_)

Dim. Sia & un numero reale strettamente positivo. Esiste, al-
lora, per ogni n €N una successione monotona crescente (k,, ppeN
di elementi di 9B tale che £, = sup (inf ( £, , ks, p)), (v (hu, p))pe N & mag-

N \

pE
giorata e, inoltre,

€
(1.2.24) Sup v (b, p) <9* (/) + g -
PEN
Si ponga, per ogni n €N e per ogni p €N
(1.2.25) Gn,p= B8UP ly .

0<k=n

Per ogni neN la (g, p)pen risulta evidentemente (cfr. (1.1.3))
una successione monotona crescente di elementi di 93 e anche, es-

sendo, per ogni p €N, h, , <9, p, 8i ha f, = sup (inf ( fu, 9u, p)) Te-
N

pE
stando, con cid, provata la 19),

Sia, ora, n€N e sia p €N arbitrario. Per ¢ €N tale che p <g¢
risulta che

9n, p << 9gn,q= SUP hk, ¢g< B8up hk, 9= Gut1,q
0sk<n 0=<k<n41

e, quindi, gy, p = inf (g, p, gnt1,4) donde

gn, p << 8UP (iuf(g,,, p s Ont1, p)
PEN

quale che sia p € N. Resta, con cid, provata la 29).
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Passiamo a riconoscere la 3°%). Si procede per induzione com-
pleta su n. Tenuto conto di (1.2.24) e (1.2.25), la 3% & ovvia per
n = 0. Sia la stessa vera per un certo n € N e proviamo che essa
® vera per n 4 1. B, intanto, per ogni p €N,

Int+1,p = Gn, p -+ hn-l—l, p— inf (g, P hn+1, p)

e, quindi, tenuto conto di (1.1.3),(1.1.5) e (1.1.11),
¥ (Gut1,p) = ¥ (g, p) + ¥ (nsr, p) — ¥ (0F (g, p 5 B, p))-

Da qui, per Vipotesi di induzione, consegue che la (v (g,,+1,p))p €N
& maggiorata e, inoltre,

1
(1.2.26) 8Up ¥ (gut1, p) < ¥* (fu) + e(l — ‘—"—l> +
pPEN 2nt

€ .
+ * (fut1) + guiz — SupY (inf(gu, p 5 bnt1, p))-
PEN

Ora, essendo f,<<fu41 € fuy1==8up (inf(f11,hut1,p)), risulta
pEN

anche f, = sup (inf(f,, hyut1,p) © anche, essendo f,==sup (inf(f,,
pEN PEN
gn,p))y 8i ha

Jo=msup (inf (f,,inf (gn, p, hn+1.p)))
pPEN

donde (cfr. (1.2.5))

¥ (fu) < sup » (inf (g, I3 by, p)
pEN

e questa, assieme alla (1.2.26) comporta che

1
sup »* {(9n+1, p) <* (fa41) + e (1 - 2"+2)
pPEN

restando, con cid, 1a 3% provata per n -4 1.

PROP. 4 Se ([fu)pen € una successione monotona crescente di
elementi di B* (v) maggiorata in F(E,R)(3), posto f=supf,, le se-
neN

@) Cfr. ()
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guenti due proprietd sono equivalenti:

a) £€B* (),

b) * (fu)ne n & maggiorata.

Inoltre, vera a) o, equivalentemente, b), risulta

(1.2.27) v (f) = sup »* (1)
neN

Dim. a)=—=>1b). Invero essendo, per ogni = €N, Jn </, risulta

v* (fu) < »* (f) e, conseguentemente,

(1.2.28) ~ sup »* ( fu) << »* ().
neEN

b)=—=>a). Sia & un arbitrario numero reale strettamente
positivo e sia ((gn.p)peN)neN la successione di successioni monotone

crescenti di elementi di 93 prevista nel lem. 2 verificante 1°), 2% e
3%) del medesimo lem. 2. Sia, ulteriormente (9g)gen 1a successione
monotona crescente di elementi di 93 prevista nel lem. 1 verificante
19 e 2° del medesimo lem. 1. A causa di 19 del lem. 2 risulta

JS=sup f, =sup (sup (inf(fy, g, ) <
neN neEN peN

<< sup (sup (inf (f, g, p))) = sup (inf ( f, 9q))-
neEN peN qE€N

Ulteriormente, essendo maggiorata a causa di b) e di 39 del

lem. 2 la successione (snpv(g,,,p))nEN, a causa di 2°) del lem. 1 &
PEN

maggiorata la successione (v (¢¢))gc N ©, quindi, /€ 93* (») e, inoltre,

per 3% del lem. 2 e per 29 del lem. 1, si ha

v (f)<SUDV(gq '—Sup (sup » (gn, p))<811pv (fu)+ e
q€N N peN

donde, a causa dell’arbitrarietd di ¢ »* (f)<Csup »*(fa) € questa,
n €N
agsieme alla (1.2.28) prova la (1.2.27).

Da tutto quanto precede consegue, allora, che
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CoroLL. 1. Se B e v sono quelli del n. 1, B*(») é un cono con-
vesso ereditario di jfunzioni reali positive defmvte in B e v* & una
seminorma di Beppo Levi su 3* (») (efr. [12].

3. Siano 9B e » quelli del n. 1. Denotiamo, brevemente, con
My (B, ») Vinsieme delle funzioni reali positive definite in H mi-
surabili rispetto a »* mnel senso della def. 1 del § 1 di [12]. In
altri termini, per definizione, si ha che

(1.3.1) Wy (B, ») = e F(B,R)| 0 < f, p € B* (v) =>»"* (p) =

= »* (inf (p, f)) + »* (@ — inf (‘P;f))%'
Nel caso in esame 8i ha che

LEM. 3. Per un’arbitraria funzione reale positiva f definita in B
le sequenti due proprietd sono equivalenti:

a) f€ C}?Z+ (B, »),

b) @ € B=>(p) =" (inf (9, /) + »* (p — inf(p, /)

Dim. a)=>b). B ovvia.
by=>a). Sia @ePB*(») e sia ¢ un arbitrario numero reale
strettamente positivo. Esiste, allora, una successione monotona
crescente (¢,),¢n di elementi di 93 tale che ¢ = sup (inf(p, @.)) e
neEN

(1.3.2) sup » (pa) < v () + e
neN

B, allora, inf (@, f) = lim (inf (g, (inf(p.,f)) e ¢ — inf(p, f) <

71 — 00

< lim (inf (¢, ¢, — inf (pn,/))) donde (cfr. (1.2.5))

41 — O

* (inf (¢, /) < lim »* (inf (9, , 1))

n — co

v* (p — inf (@, /) g"lim v* (@u — inf (@y, )

da cui, essendo per ogni n € N, a causa di b)» (p,) = »* (inf (p,., f)) +
—+ »* (p,, — inf (pn, f)) e tenuto conto di (1.3.2), consegue

v* (inf (p, /) + v* (p —inf (¢, 1)) < »* (9) + &
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donde, tennto conto dell’arbitrarietd di e, »*(inf (@, 1) 4+ »* (
— inf (g, f)) = »*(p) e, qumdl FENM 4 (DB, »).

4. Siano ancora 3 e » quelli del n. 1. Denotiamo brevemente
con LM (P, ») I'insieme delle funzioni integrabili rispetto a »* nel
senso della def. 3. del § 1 di [12]. In altri termini, per definizione,
si ha che

(Le1) LD B,w)={FfeF(BR)||/]€B* »), 7€ N (DB, »),

dove Y (B,») denota Vinsieme delle funzioni misurabili rispetto a
»* ciod (cfr. [12]: § 1, def.2)

(1.4.2) M (%7 v) = [fE CJ‘(Ey R) lf+ € C”Z—l- (B, ), € C”z+ (B, ”)}

Come & noto (cfr. [12]: § 1, prop. 5) LD (9P, ») & uno spazio di
Riesz di funzioni reali definite in E mentre la funzione reale »®
definita nel modo seguente

(1.4.3) MIELD(B, »): v (f) = »*(f+) — 2* (),

& un integrale di Daniell su L2V (B, ») e, per esso, sono verificati
il teorema della convergenza monotona, il teorema della convergenza
maggiorata, ecc. (cfr. [12]: § 1).

Osservazione 1. Evidentemente, risulta che

(1.4.4) FELD(DB,9), 05 f=—> 2B ( f) = »*( ).

Denotiamo ulteriormente con 20 (93, ) Pinsieme delle funzioni
»*nulle nel senso della def. 1 del § 2 di [13], ciod

(1.4.5) LO(B,») = f€ F(B,R)|f|€B* (), v*(|f])=0).

Siffatto L (B,%) & uno spazio di Riesz chiuso rispetto al pas-
saggio al limite delle successioni convergenti (cfr. [13]:§ 2, prop. 1,
coroll. 2) mentre, posto (%)

(1.4.6) WO (B, ») = {DEID(E)I‘PD €L (%) »)},
WDV, ») & un o-ancllo di parti di B (cfr. [18]:§ 2, N. 2 osserv. 1).

(%) Se X & un’arbitraria parte dl E, denotiamo con Px la funzione caratie-
ristica di X,
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Il teor. 2 del §3 di [13] permette di asserire che

(1.4.7) Se (fu)nen € una successione monotona crescente di ele-

menti di 13* (v), le seguenti due proprietds sono equivalenti:

a) 3D eWO (DB, »),3 FEB* ()3 sug @Pg () S) =1
n e

b) O* (fu)neny € maggiorata.
Inolire vera a) o, equivalentemente, b), risulta

v* (f) = sup »*(f,).

n€N
Da ultimo, posto

(1.4.8) BN () = FET(B, R)| | f] € B* ()},

e denotata con N{ la funzione reale definita in <31 (») nel modo
seguente

(1.4.9) M LEBHH): NO (f) =»* (| f])s

PBW (») & uno spazio di Riesz di funzioni reali definite in £ e N
risulta una effettiva seminorma su 9PBU (») rispetto alla quale BW (»)
& uno spazio di Riesz seminormato completo (cfr. [13]:§ 3, prop. 1,
propr. 4 e teor.. 3).

‘Osservazione 2. Evidentemente, risulta

(L410) B ) B, (), M SEB*): N (f) =»*(]).
Osservazione 3. Si ha (cfr. (1.4.11))

(1.4.11) LD (P, ») = N (B, ») nBD (»)

e LM (93, ») risulta chiuso in 9BW (») per la topologia dedotta dalla
seminorma N (cfr. [13]: § 4, teor. 5)(°) e, quindi, a sua volta
completo come sottospazio di 931 ().

Quanto sopra permette di riconoscere il seguente criterio di

integrabilita :

®) si tenga presente che nel caso p=1 le ipotesi (4.1.1) e (4.1.2) di [13]
sono superflue,
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Prop. 5. Per un’arbitrarvia funzione reale f definita in E le
seguenti due proprietd sono equivalenti.

a) f€ LD (DB, »),
b) M e€REFgeLM(,2)FheLN(D,9)3 g f < hyyD(h—g) <e.

Dim. a)=—>b). B’ ovvia.

b) =—> a). Sia ¢ un arbitrario numero reale strettamente posi-
tivo e siano g e k quelle previste in b). B, intanto, essendo | f|<
< sup (h, — g) con 0y << sup (h, — g) € LM (P, ») e, quindi, sup (b —
— 9 EB*B), |fIEB* () ciod FEBWD(»). Si ha, poi (cfr. (1.4.4),
(1.4.9) e (1.4.10))

== (=g =2 (f— ) =+* (h— =+ (h—g) <.

Da qui, a causa dell’arbitrarietd di e, consegue che /& aderente
a LOB,») in PW(») per la topologia dedotta dalla seminorma
N e, quindi (osserv. 8), f€.L0(93,y).

5. Tutto ci0 premesso e richiamato, si supponga ora che sia
verificata la seguente condiziohe

) FE€B=> re My (B, »).

Osservazione 1. Tenuto conto di (1.2.2), (1.2.4), (1.4.1) e (1.4.4),
la condizione (*) ha come immediata conseguenza che

151)  BeLO@»),  MLEB: (/)= (/).
Pagsiamo a riconoscere la seguente
Prop. 6. Risulta che

(1.5.2) @ €B* ) => 39 € B* () n Wy (B, ) ¥ ¢ < v, »* (9) = 1*(y).
Dim. Sia @ €9* () e sia ¢ un arbitrario numero reale stretta-

mente positivo. Esiste, allora, luna successione monotona crescente
(Pu)pen 4i elementi di 93 tale che

(1.5.3) @ = sup (inf (p, p,)) e supr(p,) <»*(p) +e
neEN neN
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Ora, essendo, per ogni n€N, ¢, €B*(») e »*(px) = (p,), la
successione numerica (»* (¢,)), ¢y risulta maggiorata. Quindi, a
causa del risultato indicato in (1.4.7), esiste h€ 93* () ed esiste
D e WO (B, ») tale che (efr. (1.5.3))

(1.5.4) SUp (@ ) P Y=1h e »¥@h)<r*(p)+e
n€eN (D) Tn

D’altra parte, in forza di (x), per ogni n€N & anche ¢, € Ny (B,»)
e, quindi (cfr. [13]:§ 2, lem. 4), q)C(D)-qo”ECm_I_ (“B,») donde (efr.[12]:

§ 1, prop. 3) h €Wy (B, »). Essendo, poi, per la prima di (1.5.3),
. . alla pri i(1.5. cp<<h.
P (D) q7£i;i1u€pN(qDC(D) @,), dalla prima di (1.5.4) consegue Po(n) p<<h

Pertanto, posto & = ¢ -¢ 4 h, risulta k€ WB* (») nNy (B,»),p <k
e v* (p) < »* (k) + & (cfr. [13]: § 2, prop. 3).

Da quanto precede, tenuto conto dell’arbitrarieta di ¢ consegue
che esiste una successione (k,), ¢y (che si pud supporre monotona

decrescente) di elementi di 93* (v) n N4 (9B, ») tale che per ogni n€N
risulti
1

w41

Ma, allora, posto ¢ = inf k,, risulta (cfr. [12]: § 1, coroll. 1)
neN

<< k, e »* (kn) < v* (‘P) +

YEB*NnN L (B, »), 0 < p e v*(y) = ») () = inf »V) (,) =

neN

= inf »* (k,) << +* (p)
neN

donde, essendo anche »* () << »* (y), consegue »* (p) = »* (v).

CoRroLL. 1. Denotato con S(13,») lo spazio di Riesz delle fun-
zioni misurabili secondo Stone rispetto ad LN (3, ») (cfr. [10]: § 3,
def. 1), risulta

(1.5.5) N (B, ») = S (B, »).

Dim. Essendo verificata la condizione (1.5.2), consegue dal
coroll. 1 del § 3 di [14].

Osservazione 2. Conseguentemente (cfr. [10]: § 3, coroll. 2)
N (B, ») & uno spazio di Riesz di funzioni reali definite in E chiuso
rispetto al passaggio al limite delle successioni convergenti.



16 MARID A. PUGLISI
Dopo cid, posto
(1.5.6) Wa,, =1 XED (B) | oy € B* (0}

e denotata con u) la misura esterna canonicamente associata a »*
(efr. [14]: § 3, def. 1), si denoti con W*(W,») la o-algebra delle
parti di Z misurabili rispetto a w5, ciod (cfr. [14]: § 3, def. 2)

(1.5.7) W* (B, ») =
=1XeP(B)| VA€W i (4) = pl (AnX) + pH(4 — X)..

Sia, ulteriormente, !ll)(%’,yv) il o-anello delle parti di E misura-
bili rispetto a »*, cioé (cfr. [14]: § 3, def. 2)

(1.5.8) D (B, vy =31X €D (B) | ¢y € N, (B, »)

e sia WO (B, ») 1a o-algebra delle parti di E localmente misurabili
rispetto a »* cioe (cfr. [14]: § 3, def. 4; [10]: § 4, def. 1)

(1.5.9)  WO@B,») =3XeDE)| Y AW D,7): AnXeW (DB, »)}

dove W (B, ») & il é-anello delle parti di E integrabili rispetto a »*
ovvero (cfr. [14]: § 2, def. 1)

(1.5.10) WEB,») =X P (B) | oy € LD (DB, ).

Si ha il seguente

CoroLL. 2. Le seguenti quatiro proprieta sono equivalenti:

a) 15 € Ny (DB, ),

b) W (B, ») = I (B, »),

o) WY (B, ») = A (B, »),
d) N(B,») = NAD (B, )) ).

Dim. Essendo verificata la condizione (1.5.2), consegue dal
teor. 1 del § 3 di [14].

Osservazione 3. A causa di a)<=—>¢) del teor. 1 del § 3 di
[14], nel caso in esame la a) del corollario precedente equivale alla

(¢) Con N (WD) (P, »)) si denota Vinsieme delle funzioni misurabili in sen-
so classico rispetto ad W (B,») (cfr. [9]).
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condizione seguente
(1.5.11) FE€ELW (P, v)=>inf(1g,[f)€LDD,»).
A tal riguardo si osservi, ulteriormente, che
LEwm. 4. Le seguenti due proprieta sono equivalenti:
a) SEB—>inf(lg, f) € LB, ),
b) FELO (P, v)=>inf(1g, f)€ LD (D, »).
Dim. a)=—>0b). Sia fe LMD (P, »),0p</. Esiste, allora (cfr.

(1.4.1)) una successione monotona crescente (f.),x di elementi di
B tale che f=sup (inf(f, /). Si ha
n €N

inf(lg, f)=sup (inf(f, inf(1g, /)
neN

e poiché, a causa di a), per ogni n€N @& inf(lg,/,)€ LW (B,»),
per ogni n €N & anche inf(f, inf(1z,f,)) € L0 (B, ») donde, essendo
»O) (inf ( £, inf (157, £,))) < »W (f), a causa del teorema della conver-
genza monotona risulta inf(1g,/)€.L0 (93, »).

b) =>a). I ovvia conseguenza di (1.5.1).

Osservazione 4. La a) e, quindi, la b) del lemma precedente &
verificata ogniqualvolta & verificata la condizione seguente :

(1.5.12) JEB=>inf(lg,f)eNB.

Denotata con u, la misura canonicamente associata a »* (cfr. [14]:
§ 2, def. 1) dal teor. 1 del § 2 di [14] consegue, allora, che

CoroLL. 3. Le seguenti due proprietd sono equivalenti :

a) L£m (C)S, v) = LW (C)37 ¥)y M),
b) FEB=>inf(lg,[)€ LD 3, »).

Inoltre, vera a) o, equivalentemente, b), risulta che (cfr. [14]:
§1,n. 25§ 2, n. 2 conv. 1):

(1.5.13) M € LM (93, v):gﬂ”(f):ffd s -
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Sussiste ulteriormente la seguente proposizione la cui dimo-
strazione, analoga a quella del teor. 3 del § 4 di [13], riportiamo
per comoditd del Lettore.

Prop. 7. Se f é un arbitrario elemento di 93*(»), le seguentt
due proprietd sono equivalenti :

a) JELW (B, »),
b) MeERL JReEDBy»¥(|f—1]) <e.

Dim. a)=>1). Sia fe L1 (Y, ») e sia ¢ un arbitrario numero
reale strettamente positivo. Esiste, allora, una successione monotona
crescente (f),n di elementi di 93 tale -che

(1514)  s=sup(nf(fA) e supy(f) <D (/)4 o
ne€N neN

Ora, essendo per ogni n € N »*(f,) = »(f.), la successione
numerica (»*(f)), ¢y risulta maggiorata e, quindi, a causa di (1.4.7),
esiste g € 13* (v) ed esiste D €T (B, ») tale che (cfr. (1.5.14))

(1.5.15)  sup gp(py-fu=yg e ”*(9)<v(”(f)+%-
neN

D’altra parte, in forza di (), per ogni n€N @& anche f,€
€Ny (B,») e, quindi (cfr. [13]: § 2, lem. 4) qu(D)-f,,Ecm_,. (B, »)
donde (cfr. [12]: § 1, prop. 3) g€ N4 (B,») e anche, per quanto
sopra, g € LD (P, »).

Da (1.5.15) consegue, allora, v(”(g——f)<% ovvero, essendo

OEgtp(’(D)'(g —f)?

(1.5.16) Y (lg—rh< -

Ulteriormente, essendo, per ogni =€ N, 0,<< Pen)’ (g —fa)

risulta
lim v(”(lg—f"|)=0

N — 00

donde, per n sufficientemente grande, ») (| g — fu|) < % Da que-
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sta e da (1.5.16), non appena si assuma b = f,, consegne L€ e
(=0 =»(f—1])<e

b) => a). Invero, se & vera la b), f risulta aderente a .20 (90, »)
per la topologia dedotta dalla seminorma N\” (cfr. (1.5.1)) e, quindi,
JELW (B, ») (cfr. osserv. 3 del n. 4).

6. Siano 93 e » quelli del n. 1 e si ponga

(L6.1)  D(B)=}SeF(B,R) |3/ €Baf” eV f=r — "t
Osservazione 1. Evidentemente, risulta

(1.6.2) 9B e DEB).
Tenuto conto di (1.1.1), (1.1.2) e (1.1.3), si ha che

Prop. 8. D (V) é uno spazio di Riesz di funzioni reali definite
in H.

Tenuto conto di (1.1.1), (1.1.2), (1.1.5) e (1.1.6), per un noto
teorema di Algebra (?) si ha che

N\ .
Prop. 9. Hsiste una ed una sola forma lineare I, su QD (V)
verificante la condizione seguente :

(1.6.3) MIEB:T,(f)=» (/).

Da (1.1.7), (1.6.1) e (1.6.2), a causa di (1.6.3) consegue che

P
Prop. 10. La forma lineare I, é positiva.
Si supponga, ora, come nel n. 5, che sia verificata la seguente
condizione :

(#) FEB=>reM (B, )

Osservazione 2. Tenuto conto di (1.2.2), (1.2.4), (1.5.1) e (1.6.1),
da (x) consegue che (cfr. n. 4)

(1.6.4) D (W) € LDDB, »), M €D (D) :v0(f) =T, (/).

(") Siano E ed I arbitrari spazi vettoriali sul corpo reale e sia C un cono
convesso di elementi di E tale che E= C 4 (— C). Allora,set: C— F & un omo-
morfismo positivamente omogeneo di € in F, esiste una ed una sola applicazione
lineare u: E—~ F di E in F la oui restrizione a C coincide con ¢
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Da (1.6.4), essendo »®) un integrale di Daniell (efr. n. 4), con-
segue che

PrOP. 11. T, & un integrale di Daniell su D (B).

Osservazione 3. Evidentemente /]\v ¢ Punico integrale di Daniell
su @ (W) verificante la condizione (1.6.3). ’
B naturale, a questo punto, che si applichi a siffatto integrale

P
di Daniell 1, la teoria generale del prolungamento di Daniell-Stone.
A tal fine e, nel far ¢id, seguendo il procedimento indicato da G.
AQuARro in [1], si ponga

(] .6.5) (D*(%, 'V) = ;fE "7(1’], R)I 3 (fn)neNE ((D(Qf)’))N 9 V neN :fn éfn+17

|f] = 51513 (inf (| £, fu)y (/I\, (fu))nex & maggiorata !
e si denoti per ogni /€D* (B, ») con (/]:.)* (/) Dintegrale superiore di
S rispetto a /1\,
Osservazione 4. Evidentemente, risulta
(L6.6) DB () <D (B, ), LD 0): (LI ()< * ()
Si passa a riconoscere che

: ProP. 12. Denotati rispettivamente con L1 (D (B), /I\,) e con
S (D (“B), 3) lo spazio di Ridsz delle funzioni integrabili rispetto a
3 (cfr. [1]) e lo spazio di Riesz delle funzioni misurabili secondo
Stone rispetto a L1 (D (B), }:)‘ (cfr. [10]: § 3, def. 1) e denotato con

N\

(/i)1 Vunico prolungamento di ﬁ a LD B), 1,), st ha che:
1 L0 (P, = LD (D), L),
) MSELD (Bya)i ) ()= (D), (1),

30) C”Z (CB, ’)') = CS ((b (%)7 Iv)'
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Dim. B, intanto, tenuto conto di (1.6.4) e della prop. 1 del § 2
di [14]

(1.6.7) L4(D(B),T,) « LW (B, %), ¥ f€ L1 (D (B), T): v () = T, ()

Sia, allora, f un arbitrario elemento positivo di .20 (°B,»). A
causa della prima di (1.6.6) risulta

(1.6.8) FED* (B, »).

Si consideri, ad arbitrio, p €D (B), 0p << p. A causa di (1.6.4)
risulta @ € LA (B, ») e 1 (¢) =/I:(zp) e anche @ €PB*(») e »* ()=
_—_/I:(qo). Da qui, essendo f€ N4 (B, »), consegue

s\

(1.6 9) I, (p) = »* (inf (9, /) + v* (p — inf (p, 1)).

D’altra parte, ancora per (1.6.6), si ha anche inf (¢, f) € D* (B, »)
e ¢ —inf(p, ) € D* (B, ») e, inoltre, (ﬁ)* (inf (@, £)) << »* (inf (@, [ ))

e (AIV)* (p — inf (@, f)) << »* (p — inf (@, f)). Pertanto, da (1.6.9) con-
segue

(L)* (inf) ¢, £)) + (L)* (¢ — inf (¢, 1) < T, (.

Da qui, tenuto conto dellarbitrarietd di ¢, a causa del teor. 1

del n. 2 di [11] consegue f€J(D(‘B), I,) e, quindi, per (1.6.8) (cfr.
[1]), f€LY(D (D), f:). Dunque .20 (°B,») € L1(D(B), /I:) e questa,

agsieme alla (1.6.7), prova 19 e 29. La 3% & ovvia conseguenza di
19 e di (1.5.5).

ProP. 13. D (D) é ovunque denso in LN (93, ») per la topologia

dedotta dalla seminorma N .

Dim. Consegue ovviamente dalla prop. 7.

Osservazione 4. Il risultato precedente consegue, volendo, dalla
teoria del prolungamento di Daniell-Stone (cfr. ad es. [13]: teor. 3
del § 4). Analogamente, il risultato della prop. 6, tenuto conto di
19 e 2% della prop. 12. consegue, volendo, da (1.2.20) di [11].
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7. Prima di concludere il presente § 1 si osservi che, assegnato
uno spazio di Riesz ‘R di funzioni reali definite in E ed un inte-
grale di Daniell I su ‘¥, non appena si assuma

(1.7.1) B=3reR|0g<f{ e r=1I|p®,

siffatti 13 e » verificano le proprietd che vanno da (1.1.1) a (1.1.8).
Dopo cid, & immediato riconoscere che, riferendo i risultati prece-
denti a siffatto caso particolare, le funzioni integrabili rispetto a »*
sono tutte e sole le funzioni fintegrabili rispetto a I nel senso del
prolungamento di Daniell-Stone indicato in [1], mentre le funzioni
misurabili rispetto a »* vengono ad essere tutte e sole le funzioni
misurabili secondo Stone rispeétto ad I (cfr. [11]).

A tal rignardo si osservi ancora che nel caso in esame, essendo
verificata la condizione seguente

(1.7.2) JEB, geB, f<g=—>¢g — feDB,

a causa del lem. 3 & banalmente verificata 1a condizione (x) del n. 5
e, con essa, le sue conseguenze indicate nel medesimo n. 5. In par-
ticolare (cfr. (1.6.2), (1.6.3) e (1.6.4)) »® risulta un prolangamento di
» coincidente con il prolungamento di Daniell-Stone di I.

§ 2. La seminorma di Beppo Levi canonicamente associata ad
una misura positiva nel senso di Bourbaki.

1. In quanto segue E & uno spazio topologico localmente com-
patto (efr. [2]: Chap. I, § 9, def. 4). In accordo con N. BOURBAKI,
denotiamo con O (E) Palgebra delle funzioni reali continue a sup-
porto compatto in E (cfr. [5]: Chap. III, n° 1, def. 1) e con XK+ (B)
il cono convesso degli elementi positivi di XK (B). Denotiamo ulte-
riormente con J(H) e, nel far civ, discostandoci da [5](°), Vinsieme
delle funzioni reali semicontinue inferiormente in E.

(%) Con Il% si denota la restrizione di I a R,

(°) Si rammenti che per «funzione reale definita in E» intendiamo sempre
un’applicazione di E in R cioé una funzione numerioa a valori ovunque finiti
in E.
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Notoriamente (cfr. ad es. [3]: Chap. IV, § 6), denotato con I (E)
il cono convesso degli elementi positivi di I (&), risulta che

(2.1.1) T insieme arbitrario, (f.).e1€ (I (BN, (f.).cx maggiorata

per < —> su})f, €Iy (B),
tE
(2.1.2) I insieme finito, (f,).c1€(I4 (B))f => inf f, € Iy (B).
cel

Ulteriormente, si ha che (cfr. [5]: Chap. IV, § 1, n®1, lem. 1)

(2.1.3) MegeId (B):g= sup J-
fEC-K+ (BE)f=yg

2. Sia, ora, u una misura positiva su F nel senso di BOURBAKI
(cfr. [6]: Chap. III, § 1, def. 3 e n® 5). Come & noto (cfr. [5]: Chap.
IV, § 1, théor. 1; [4]: § 4, n® 1, théor. 1), si ha che
(2.2.1) HeD(N+(B)), H=F= @, H maggiorata e filtrante per <<,

sup h €Y (B)=—> pu( sup k)= sup u(h).
heH heH heH

Dopo cid, si denoti con I (H,u) Pinsieme definito nel modo
seguente

(2:2.2) T (B ) =g € T4 (B) | (1 (S ypeox, my, <y & maggioratal,

e sia u* la funzione reale definita su I, (B, u) come segue

(2.2.3) V 9ETL (B p): p*(g) = sup w(f).
FEX (B f<g

Osservazione 1. Evidentemente, si ha
(2.2.4)  Np(B) < Tp(Byp), N LENL(B): p*(f) = u(f).

Passiamo a riconoscere le proprietd fondamentali di I, (B, u)
*

e u*

Prop. 1. Risulm che

(2.2.5) A€R, 04, g€ T, (B, p) => 1-g € I (B, p), u* (1-9) = 1- u*(g).
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Dim. Siano A e ¢g quelle previste in (2.2.5). L’asserto & ovvio

per 1=0. Sia, allora, 0 <. B, intanto, 1-g€J, (B). Sia fe XN (E)
tale che f<Z 1.¢. Essendo —1—-fg g, a causa di (2.2.3) risulta

)
p(f)<<A-u*(g). Pertanto, la famiglia (u( Freac, (m),r=g risulta
maggiorata (da i-u*(g)). Dunque A-g€ I (B, p) e p*(1-g9)<< i-u*(g).

Essendo, conseguentemente, 1.u*(g) = 1. u* <—;— (l-g)) < u*(d-g), si
ha p*(1-g) = 1-u*(g).

Pror. 2. Risulta che

(2.2.6) g€TL(E), heTy (B, p), g<h==>g €Ty (B, p), p*(9) < p*(h).

Dim. Siﬁno g e b quelle previste in (2.2.6) e sia f€ N, (H)
tale che f<g. E’, allora, f<<h e, quindi, a causa. di (2.2.3),
u(f) << p*(h). Pertanto, la famiglia (u (.f))fef)c+ (B),f<g Tisulta

maggiorata (da u* (k). Dunque g €I, (B, u) e u*(g9) << u* (h).
Osservazione 2. Da (2.2.6), in particolare, consegue che

(2.2.7) 9E€I (B, p), h € TL(Byp), g<<h=> u*(g) << u*(h).
Osservazione 3. Da (2.1.2) e (2.2.7), ancora per (2.2.6), consegue

che
(2.2.8)  g€IL (B, u), heTy (B, p)=>inf(f, )€ Iy (B, p).

Passiamo a riconoscere il seguente fondamentale risultato la
cui dimostrazione, in sostanza analoga a quella di BOURBAKI (cfr.
[6]: Chap. IV, § 1, n® 1, théor. 1), riportiamo per comodita del
Lettore.

TEOR. 1. Se H é una parte non vuota di I (E, ) maggiorata e

ltrante per <<, posto f=suph, le sequenti due proprietd sono equi-
p y P . Sap { q
€
valenti :

a) J € T4 (B, p),
b) (* (W e & maggiorata.

Inoltre, vera a) o, equivalentemente, b), risulta

(2.2.9) u* (f) = sup u* (h).
heH
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Dim. a) => b). Consegue ovviamente da (2.2.9).
b) => a). E’, intanto, (cfr. (2.1.1)) f€I(H). 8i ponga, per
ogni he H
I, = g’(ECK.;.(E)IkSh%
e sia K =hUH K, . Essendo H filtrante per <<, K risulta del pari
€

filtrante per < e, inoltre, poiché a causa di (2.1.3), per ogni he H

risulta h = sup k, & anche f = sup k.
ke Ky ke K

Sia, ora, g€ N4 (E) tale che g<< f. E’, allora, g =sup (inf (¢, %)
ke K

e, quindi, a causa di (2.2.1),

(2.2.10) u(g) = sup u(inf (g, k)).
keK :

Se, poi, k & un arbitrario elemento di K ed h & un elemento
di H tale che k<<h, risulta u (inf (g, k) << p (k) << p* (h) << sup u* (k)
heH

donde, per (2.2.10), pu(g)<< sup u* (h). Pertanto, la famiglia
heH
(1(9)g €U, (E)g < 7 & maggiorata (da :ull)q'u* (h)). Dunque f€Iy (B, u)
€

e, inoltre,
p*(f) < sup u*(n).
heH

Poiché, infine, & sup u* (h) < u*(f), resta provata la (2.2.9).
he H

Osservazione 4. Dal risultato precedente consegue, in particolare,
che

(2.2.11) (fiduen € (T4 (B, )N, M neN: £, < fupa; F€ T4 (B, ).

sap f, = f=> sup p*(fu) = p* (/).
neN neEN

Sussiste ’ulteriore

Pror. 3. Risulta che

(2.212) g€ Iy (B, w), W€ Ty (B, u) => g+ he Iy (B, p),
p* (g + h) = p*(9) + p* R).

Dim. Consegue dal teorema precedente tenendo conto del fatto
che, posto

H=32N s+ (EB)| (0, ) ENL(F) X K4 (B)3 p<g, p <h, =9+,
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risulta

g+ b = sup y.
Y eH

Osservazione 5. Dal risultato precedente, a causa di (2.1.1) e
(2.2.6) consegue che

(2.2.13) 9€I4 (B, p), he I} (B, p) => sup (9, h) € Iy (B, ).

3. Dai risultati precedenti si rileva immediatamente che I (B, u)
e u* verificano le proprieta di 93 e » che vanno da (1.1.1) a (1.1.8).
Possiamo, pertanto, riferire al caso in esame i risultati ottenuti nel
§ 1. Si osservi, in primo luogo, che (cfr. (1.1.10) e (1.1.11))

(2.3.1) SETy (By p) => 0 < u*(f),
(2.3.2) feI; (B, ), 9E€T (B, ), f<y, 9 — eI (B, p) =>
=>p* (g —J) = p*(9) — p* (f).

Ulteriormente, denotato con I (B, u) Vinsieme definito mnel
modo seguente

(23.3)  TJE(B,p)=\fcF(B,R)|0p</
I(Sfduen€ Ty (B, )N 3" €N £, < fus

f= sul]\; (inf (f, £u))y (u* (f)wen € maggioratal,
neE

e denotato, per ogni f€Jf (B, u), con u** (f) Pestremo inferiore

dell’insieme dei numeri reali ciascuno dei quali & del tipo sup,u (fn)
neN

con (f,),e¢n Successione monotona crescente di elementi di I (B, w)
tale che f=sup (inf (f, /) e (4*(fu),en 8ia maggiorata, IE (B, w)
neN

risulta un cono convesso ereditario di funzioni reali positive definite
in B incladente I, (B, p) (cfr. (1.2.2) e coroll. 1 del § 1) mentre pur*
risulta una seminorma di Beppo Levi su I¥ (B, n) che qui viene
denominata seminorma di Beppo Levi canonicamente associata a M

Osservazione 1. Si tenga presente che (cfr. (1.2.4))

(2.3.4) S €Ty (By p) ==> p*™* (f) = pu* ([ )



SKMINORME DI BKPPO LkVI ECC. 27

e, conseguentemente che (cfr. 2.2.4))
(2.3.5) FENs (B) => p* (f) = p ().

E’ di particolare rilevanza il seguente

LeM. 1. Risulta che
(2.3.6) Iy (B, p) = Iy (B)n TE (B, p).

Dim. B, intanto, Iy (F, u) € Iy (B)n IE (B, p). Se, poi, f & un
arbitrario elemento di Iy () n IF (I, p), si consideri g € )N () tale
che ¢ << /. Risulta (cfr. (2.3.5)) u(g) << p** (f). Pertanto, la famiglia

(1(9))g € Ay (B, g =1 & maggiorata (da u**(f)) e cid, essendo € Iy (E),
prova che (cfr. (2.2.2)) f€I; (B, ).

§ 3. Fuanzioni misurabili e funzioni integrabili.

1. Fermi restando E e u quelli del § 2, assumiamo la seguente

DEF. 1. 8i dice che una funzione reale positiva f definita in E &
misurabile rispetto a p ogniqualvolta f é misurabile rispetto a u**
(cfr. [12]: § 1, def. 1).

Osservazione 1. In altri termini, denotato con N4 (B, u) Vin-
sieme delle funzioni positive misurabili rispetto a u, per definizione
si ha che
(8.1.1) WMy (Byp) =} e F(B,R)| 05 <1, p €T} (B, p)=> p™* (p)=

** (inf (p, S)) + u** (@ — inf (@, /).

Dal lemma 3 del § 1 si deduce immediatamente che

LuM. 1. Se f & un’arbitraria funzione veale positiva definita in
E, le sequenti due proprietd sono equivalenti:

a) S & misurabile rispetto a u,

b) eIy (B,p)=> p*(p)=p**(inf(p, /) + p** (¢ —inf (@, [)).
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DEF. 2. 8i dice che una funzione reale f definita in E é misu-
rabile rispetto a u ogniqualvolta f & misurabile rispetto a p** (cfr.
[12]: § 1, def. 2).

Osservazione 2. In altri termini, denotato con W (B, u) insieme
delle funzioni misurabili rispetto a u, per definizione si ha che

(8.1.2) V(B p) =} F€ F(B,R)| f+ €Ny (B, w, £~ € Wy (B, )
Passiamo a dimostrare il seguente fondamentale
TEOR. 1. Ogni elemento di I, (H, p) é misurabile rispetto a .

Dim. Sia f un arbitrario elemento di I (B, u). A causa del
lemma precedente per riconoscere che f & misurabile rispetto a u
basta provare che per ogni ¢ € I, (B, ) risulta 1 (o) = p*(inf (¢, f) +

wW* (p—inf (@, f)). Bd invero, se p€J (H, u), essendo f = sup &,
hEQC_‘_(E),th
si ha
(3.1.3) inf(p, f)= sup inf (o, h),
h E‘?(+(E), s

e, quindi, a causa del teor. 1 del § 2,

(3.1.4) pX(inf (¢, f)) = sup w* (inf (p, b)) .
h.E‘)C+(E), h=f

Da (3.1.3) consegue, inoltre,

¢—inf(p, /)= inf (p—inf(p,h)
he<7c+(E),h§f

e, - quindi, tenuto conto del fatto che per ogni h €K, (B) si ha
@ — inf (@, ) = sup (¢, h) — h € I, (B, u), si ha

w* (@ — inf (@, ) << inf #* (@ — inf (p, b))
heX, (EByh<f ’
donde, a causa di (3.1.4),

p** (@ — inf (@, f)) < p* (p) — p* (inf (¢, £)).

Da qui, essendo u*(p) — p* (inf (p,f)) < u** (¢ — inf (¢, £)),
consegue l’asserto.
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COROLL. 1. Ogni funzione reale positiva semicontinua inferior-
mente in B & misurabile rispetto a pu.

Dim. Sia f una siffatta funzione e sia ¢ un arbitrario elemento
di 94 (B, u). Da (2.2.8) consegue inf(p,f)€ Iy (B, u) e, quindi, a
causa del teorema precedente, si ha inf(p,f)€ W4 (B, u). Pertanto,
risulta (efr. (3.1.11))

¥ (p) = p** (inf (@, inf (¢, /))) + u** (p — inf (g, inf (@, f))) =

= p** (inf (p,f)) + p** (¢ — inf(p, 1)

Da qui, tenuto conto dell’arbitrarietd di ¢ e del lem. 1 conse-
gue che f & misurabile rispetto a u.

2. Sussiste l'ulteriore

DEF. 3. 8i dice che una funzione reale f definita in E é integra-
bile rispetto a u ogniqualvolta f é integrabile rispetto a p** (cfr. [12]:
§ 1, def. 3).

Osservazione 1. In altri termini, denotato con 20 (E, u) Vinsie-
me delle funzioni integrabili rispetto a u, per definizione si ha che

(3.2.1)  LO(E, )=} e F(B,R)||f|€TEE, p),f €N B p.
Osservazione 2. Come & noto (cfr. [12]:§1) LW (B, u) & uno
spazio di Riesz di fanzioni reali definite in E mentre la funzione

reale fl—>ff«1,u definita nel modo seguente
(3.2.2) )vaE L (E, /J.) : j/(’lu = lu** (/+) —_ ‘u** ( )

& un integrale di Daniell su LY (B, u) per il quale sono verificati
il teorema della convergenza monotona, il teorema della convergenza
maggiorata, ecc.

Si osservi che

PROP 1. Ogni elemento di Iy (B, u) é integrabile rispetto a p e,
inoltre,

(3.23) €T B, s [ Fip= 7 (),
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Dim. Consegue dal fatto che, nel caso in esame, a causa del

PN

teor. 1 & verificata la condizione (x) del n. 5 del §1.

Osservazione 3. In particolare si ha che (cfr. (2.2.4))
(3.24) Ky (B LD (B, ), ¥ FeK (B): f Fau=p(s).

Un criterio di integrabilitd per funzioni semicontinue inferior-
mente positive viene indicato nella seguente proposizione.

Pror. 2. Se f é una funzione reale positiva semicontinua infe-
riormente in H, le seguenti due proprietd somo equivalenti:

a) fEle(E’ M),
b) SE 9+ (B, p).

Dim. Invero, a causa del risultato del teor. 1 e tenuto conto di
(2.3.4), si ha

(3.2.5) I (B, p) = T4 (B) n(TE (B, p) n Ny (B, p)).
3. Sussiste il seguente fondamentale

TEOR. 2. Denotato con S(E, ) lo spazio di Riesz delle funzioni
misurabili secondo Stone rispetto a L0 (B, u) (cfr.[10]:§3, def. 1),
risulta :

(3.3.1) W (B, p) = S (B, p).

Dim. Essendo verificata, nel caso in esame; a causa del teor. 1,
la condizione (x) del n. 5 del § 1, Passerto consegue dal coroll. 1
del § 1.

Si ba, allora, che (cfr. [10]: § 3, coroll. 2):

CoroLL. 2. L’insieme delle funzioni misurabili rispetto a p (def. 2)
¢ uno spazio di Riesz chiuso rispetto al passaggio al limite delle suc-
cessioni convergenti.

Sussiste ’ulteriore

CoROLL. 3. Ogni funzione reale semicontinua in E é misurabile
rispetio a p.
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Dim. Basta riconoscere che ogni funzione reale semicontinua
inferiormente in F & misurabile rispetto a u. A tal fine, sia f una
siffatta funzione e si supponga, in un primo momento, che esista
a € R tale che per ogni x € I si abbia a << f(x). Allora la funzione
f— a-1g risulta semicontinua inferiormente in F ed ivi positiva.
Pertanto, a causa del coroll. 1, f—a-1g risulta misurabile ed f
stessa & misurabile. Se, poi, f & qualunque, essendo

S = inf (sup (f, — n-1p))
neN

ed essendo per ogni n €N sup (f, —n-1p misurabile a causa del
risultato particolare precedentemente considerato, f risulta misura-
bile in forza del coroll. 2.

4. Si ponga, ora,
(3.4.1) IO (By p) = S 7€ F(B,R) | | f| € T (B, w)}
e sia N(l") la funzione reale definita in I (J, u) nel modo seguente
(3.4.2) N LETD (B, p): NP (f) = p** (| f]).

Si tenga presente che (cfr. §1: n. 4) I (B, u) & uno spazio di
Riesz di funzioni reali definite in K e N(l") ¢ una effettiva seminor-
ma su JW (B, u) rispetto alla quale IO (E, ) risulta uno spazio di
Riesz seminormato completo.

Osservazione 1. Evidentemente si ha (cfr. (3.2.1))
(3.4.3) LN (B, p) = I (B, u) n N(E, p),

ed LO(E, u) & chiuso in IV (B, u) per la topologia dedotta dalla
seminorma N{¥.
La prop. 5. del § 1 da luogo alla seguente

ProPp. 3. Per un’arbitraria funzione veale f definita in E le
segquenti due proprietd sono equivalenti:

a) JELW (B, p),
b) MeeREJoe LO(E, 1)3he LOHE, w3 gf<h,

[<h—0)ﬂﬂ<£-
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Si passa a riconoscere che

PRroOP. 4. Se f é un arbitrario elemento di I (B, p), le sequenti
tre proprietd sono equivalenti :

a) SE€LD (B, p),
D Me€RLINETL (B @3 p (| f—h])<s
0 MeERLIREN, (B)Y p* (S~ k) <e.

Dim. a) e b) sono equivalenti a causa della prop. 7 del § 1.
Poiché ¢) =—>b), basta riconokcere che b)=—>¢). A tal fine, sia ¢
un arbitrario numero reale strettamente positivo e sia, come vuole

1a b), k€T, (B, u) tale che u** (|f—h|) < % A causa di (2.2.3),

esiste k€ Y (B) tale che k<<h e u*(h) < u (k) + —j— Da qui, con-.
segue che (cfr. (2.3.2)) p** (| f—k|)<< ™ (| S — 1 |) - (u*(h) — pu (k) < e.

COROLL. 4. X (E) é ovungue denso in L0 (E, u) per la topologia
dedotta dalla seminorma N®.

5. Sulla base del corollario precedente, il successivo lemma
permette di riconoscere ’equivalenza della nozione di integrabilita
rispetto a p introdotta nella def. 3 con la nozione di integrabilita
rispetto a u di N. BOURBAKI (cfr. [5]).

A tal fine, si denoti con Iy (E) 'insieme delle funzioni nume-
riche a valori non necessariamente finiti, positive e semicontinue

inferiormente in H e sia y* la funzione numerica, a sua volta a

valori non necessariamente finiti, definita in Y4 (#) nel modo
seguente :

(3.5.1) Mg €Ty (B): p* (9)= sup  u(f)
SEXRL(B)f=yg
Osservazione 1. Evidentemente, si ha che

(3.5.2) Mg € Ty (B, p) : p* (g) = p* (9)-

Si passa a riconoscere il seguente



SKMINORME DI BKPPO LKV1 KCC. 33

LuM. 2 Se f é una funzione reale positiva definita in E, le se-
guenti due.proprietd sono equivalenti:

a) ng_ff (B, p),

b) _ inf /—1,* (9) < + oo.
9eI (B), f=yg

Inoltre, vera a) o, equivalentemente b), risulta

(3.5.3) p*(f)= _ inf #* (g)-
geJ (B f=yg

Dim. a)=>0b)., Sia feIL (B, u) e sia (f,),ny ul’arbitraria
successione monotona crescente di elementi di Iy (E, u) tale che

S = sup (inf ( /, 1.))
neEN

e la successione numerica (u*(f.)),¢n Sia maggiorata. X, allora
(efr. [5]: Chap. IV, § 1, déf. 3 e théor. 3),

_inf ¥ () << sup p* (f) = sup p* ().
9eI (B), f=¢ neN neN

Con c¢id, essendo la (u*(f.)),cny maggiorata, risulta vera la 1)

e, inoltre, tenuto conto dell’arbitrarietd della (f,),x nonché della
definizione di u** si ha

(3.5.4) _oinf pt ) @)
9eEg L (B) =y

b)=—> a). Sia vera la b) e sia ¢ un arbitrario numero reale
strettamente positivo. Esiste, allora, _96_9'+(E) tale che fgg_e

(3.5.5) w* )< inf 7 (g) + e
geg (B, f<yg
Ora &

_¢7= sup (inf(_;, n-lp))
neN
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e, quindi, posto per ogni n € N

In= inf(ga ne lE )))

risulta f = inf(f, g) = sup (inf (£, g4)). Da qui, essendo per ogni n € N
neN

9n€ Iy (Byp) in quanto & g,€JT, (H,u) e u*(g,) < p*(g) ciod, per

(3.6.5), p*(gn) < _ inf #*(9) + ¢, consegue feT¥ (B, pu) e,
9eI L (E)f=y
inoltre,
B (f) << sup p* (g.) < inf ¥ (g) Lt e
neN ged, (), f<g

Da qui, tenuto conto dell’arbitrarieta di ¢, consegue che <

< _inf /_l.* (9) e, questa, assieme alla (3.5.4) prova la (3.5.3).
9eIL(BE), f=y

Dopo cido, & di ovvia dimostrazione il seguente

CoROLL. 5. Una funzione reale positiva f definita in E & inte-
grabile rispetto a u (def. 3) se e soltanto se f é integrabile rispetto
u nel senso di N. BOURBAKI (cfr. [15]: Chap. IV) e, in questo caso,
si ha

(3.5.6) f Sap=  inf 2* (9).
9ETLENS=y

6. Introduciamo le ulteriori seguenti definizioni :

DEF 4. 8i dice che una funzione reale f definita in B é u-nulla
ogniqualvolta f é p**-nulla (cfr. [13]: § 2, def. 1).

Osservazione 1. In altri termini, denotato con .2© (B, u) Pinsie-
me delle funzioni u-nulle, per definizione si ha che

(3.6.1) LO(E,u)=\feI(B,R)||f|€TE (B, p), u** (|/]) =0}

Osservazione 2. Come & noto (cfr. [13]:§2, prop. 1 e coroll. 1)
LO (B, n) & uno spazio di Riesz di funzioni reali definite in B chiuso
rispetto al passaggio al limite delle successioni convergenti. Da
(2.1.4) di [13] consegue, inoltre, che

(3.6.2) fe 7(1’7, R), g€ L© (B, w), 0op <y, l]l < g==>fecL0O (B, p).
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Dal lem. 1 del § 2 di [13] consegue che

LEM. 3 Se f é un’arbitraria funzione reale definita in H, le se-
guenti due proprieta sono equivalenti :

a)  fe€LO(H,p),

b) fEB‘l’(E,H),flflﬂﬂ=0

DEF. 5. 8i dice che una parte D di E é uy-nulla ogniqualvolia
D ¢ p**nulla (cfr. [13]: § 2, def. 2).

Osservazione 3. In altri termini, denotato con W © (&, u) l'insie-
me delle parti di E u-nulle, per definizione si ha che

(3.6.3) WOE, 1) =D €D (B) | g, € LO (8, ).

Osservazione 4. Come & noto (cfr. [13]:§2, n. 2) WO (B, u) & un
o-anello di parti di E verificante la condizione seguente :

(3.6.4) DeWO(B,p), XeP (E), X cD=—>XecWOE, ).

Osservazione 5. Da (2.2.3) di [13] consegue che
(3.6.5) D e WO (B, p) <=> @, € LV (B, m,fq)D dp = 0.

Dal lem. 2 del § 2 di [13] consegue che

LeM. 4. Se f é un’arbitraria funcione reale definita in E, le se-
guenti due proprieta sono equivalenti:

a)  [€LO (B, p),
b) ADETWO(B, WY pg S =0y
Osservazione 6. Si tenga presente che (cfr. (2.2.4) di [13))
(3.6.6)  DETWD (B, p), f€ F(B,R)=> g, /€ LO (E, p).

7. Una condizione sufficiente di integrabilita per funzioni po-
gitive viene indicata nella successiva
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Propr.'5. Sia f una funzione reale positiva definita in B. Allora,
sc per ogni & reale strettamente positivo esiste una funzione ¢ po-
sitiva e semicontinua superiormente in K ed esiste wna funzione
he I (Bypn) tale che g <<jf<<h e u*(h — g) < ¢, f risulta inte-
grabile rispetto a p (def. 3).

Dim. Sia f quella prevista nell’asserto e siano (gs), ¢y © (ln), ¢ 5
rispettivamente una successione di funzioni positive semicontinue
uperiormente in # ed una successione di funzioni appartenenti ad
I+ (B, n) tali che per ogni n €N si abbia

- . 1
(3.7.1) In <J<hy, Wy — gn) < TIT
Si ponga, per ogni n€N,
gn= sup g, hy,= inf Iy

0sSk<n 0<k=mn

Evidentemente la (g;), ¢ iy risulta una successione monotona cre-
scente di funzioni positive semicontinue superiormente in E mentre
la (h;,), ¢ y risulta una successione decrescente di elementi di Iy (E,u).
Inoltre essendo, per ogni n €N, h;, << h, e g,<<g;, nonché hy, — g, <<
< hy— gn, da (3.7.1) consegue

1
n41"

(3.7.2) gn < f<hy, p* (e — gi) <

Da quanto precede, tenuto conto del fatto che a causa di (2.2.7)
e del risultato della prop. 2 la (h; — ¢,.), ¢y & una successione mo-

notona decrescente di funzioni integrabili positive e, inoltre, che

per la seconda di (3.7.2) risulta lim f(k;,—g;l) du = 0, a causa del

71 — o

lem. 3 consegue che inf (h;,— g¢;)€.L0 (B, ).
neEN

Ora, essendo, per ogni n€N, 0, < /— g, < h, — ¢,, ¢, quindi,
anche inf (f — g¢;,) << inf (k,, — g,,), visulta (efr. (3.6.2)) inf (f — g;,)€
‘ neN n€N ‘ n€N
€.LO(H, u) donde f— sup g, € LO (H, u). Da qui, essendo (cfr. coroll. 2

neN
e 3) sup g, € N4 (B, n), consegue che /€N (I, u) e poiche, a causadel-
neN .
la prima di (3.7.2), si haf € I (B, u) risulta /€ LV (B, p) (cfr. (3.2.1)).
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La condizione di integrabilita di cui nella precedente proposi-
zione in un caso di particolare interesse risulta anche necessaria.
Cio, con dimostrazione pressocché analoga a quella di N. BOURBAKIL
(cfr. [6]: Chap. IV, § 4, théor. 3), viene riconosciuto nella succes-
siva proposizione alla quale si premette il seguente

LEM. 5. Sia f€IL(E, u). Allora, se esiste h€ I, (H) tale che
S =h, per ogni & reale strettamente positivo esiste X € I, (H, u) tale
che f<7 e p* () < p*(f) +e

Dim. Siano f e h quelle previste nell’asserto. Sia ¢ un numero
reale strettamente positivo. Esiste, allora, una successione monotona
crescente (f,), ¢y di elementi di I, (B, u) tale che ‘

(34.3) S =sup(n(/; ) e T u* () < 4" () + ¢
ne

n — co
Dopo cid posto, per ogni n € N,
(3.7.4) Xn= inf ( fn7 h)7

la (xu)nen risulta a sua volta una successione monotona crescente
di elementi di Iy (B, u) in quanto per ogni n € N & y, € I, (F) e,

inoltre, y, << fu. Ulteriormente, posto y = sup ., essendo a cau-
neEN

sa di (3.7.3) e (3.7.4) la successione (u* (yn)), ¢y maggiorata (da
W () + ¢), per il teor. 1 del § 2 si ha y € Iy (F, u) e, inoltre,

wER) < (f)+ e

Dalla prima di (3.7.3) e da (3.7.4) consegue, da ultimo, che

J = sup (inf (inf ( /, ), f,,)) = sup (inf( f,inf (£, k) =
n €N neN

= sup (inf (f; z,)) << sup y = y.
N ne€N

ne

PROP. 6. Sia f una funzione reale positiva integrabile rispetto
a pu. Allora, se esiste una funzione h' semicontinua inferiormente in
B tale che f<<1', per ogni ¢ reale strettamente positivo esiste una
Junzione g positiva semicontinua superiormente ed a supporto compatto
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in F ed esiste una funzione h€9'+(E, un) tale che g<<f<h e, inoltre,
Jo—oa<e

Dim. Sia f quella prevista nell’agserto e sia ¢ un arbitrario
numero reale strettamente positivo. A causa di a)=—> ¢) della prop. 4.
esiste, allora k€ )4 (E) tale che

(3.7.5) f”—kwy<%m

Ora, essendo Op<<|f—k|<<h'+ kcon b’ 4 k€T, (E), a causa
del lemma precedente esiste y€ I, (H, u) tale che

(3.7.6) |f—k|<y

e, inoltre, u* () <f|f—- kldu +% donde, per (3.7.5),

(3.7.7) m o) <5
Si assuma
(3.7.8) g=(k— 7t e h=1%4 4.

Evidentemente ¢ risulta positiva e semicontinua superiormente
in E mentre h & un elemento di Iy (B, u). Inoltre essendo, a causa
di 3.7.6) k—y<f<k+ ye, quindi, (k — )t <f<<k-+ g, si ha
anche g <f<h, mentre, essendo k — y <<k e, quindi, ¢ <<% non-
che Spt(g)< Spt (k) (19, la g viene a risultare a supporto compatto.
Da ultimo, tenuto conto di (3.7.7) e ancora di (3.7.8), si ha

f(h—!})d/t':f(k—}—x—-sup(k—x,OE))d,,u=

=f<x + inf (z, 1)) dp < e.
8. G. Aquaro, in una nota attualmente in corso di redazione,

ba indicato un metodo per far rientrare la teoria dell’integrazione
rispetto ad una misura positiva u di N. BOURBAKI (cfr. [5]) nella

(1) Con Spt(g) si denota il supporto della funzione g.
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teoria del prolungamento di Daniell-Stone ottenuta seguendo il pro-
cedimento indicato in [1]. Cid viene effettuato costruendo diretta-
mente a partire da u un opportuno integrale di Daniell denominato
« canonicamente associato a u» ed applicando a siffatto integrale
la teoria del prolungamento di Daniell-Stone di cui sopra.

I’integrale di Daniell canonicamente associato a u viene qui
appresso costruito per altra via adoperando i risultati della presente
trattazione, mentre nel successivo teor. 3 viene riconosciuta 1'equi-
valenza dei due metodi di integrazione.

Piu precisamente, si ponga

(3.8.1) DE,u)=3reF(E,R) |3/ €T (B,w)3 f"€T(E,p)3 f=f—/"}.
Osservazione 1. Evidentemente, si ha

(3.8.2) Iy (B, 1) € D (B, ) € LY (B, p).
Dalla prop. 8 del § 1 consegue che
Pror. 7. D (B, u) ¢ uno spazio di Riesz di funzioni reali defi-

nite in K.
Dalle prop. 9, 10 e 11 del §1 consegue che

N
Prop. 8. EHsiste uno ed uno solo integrale di Daniell I, su
D (B, n) verificante la condizione seguente :

(3.8.3) €Ty (B, ) T (f) = p* (1),

TEOR. 3 Denotati rispettivamente con L1 (D (B, ), /I\,‘) e con
cS((D( By I ) lo spazio di Riesz delle jfunzioni integrabili rispetto
a I (cfr. [1]) e lo spazio di Rwsz delle funzioni misurabili secondo
Stone rispetto a L1(D (B, u), M) (cfr. [10]: § 3, def. 1) e denotato con
(Ilu)1 Punico prolugamento di I a LD (B, p), j:) (cfr. [1]), risulta:

10) ,Q(’)( ) L1 ((D( R .u)y
2 N ELW (B, ) f Fap= @) (f)

39) (B, p) = S (D(B, /")7/1\:“)-
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Dim. Invero, nel caso in esame, a causa del teor. 1 & verificata
la condizione (x) del n. 5 del f§ 1. Pertanto ’asserto consegue ovvia-
mente dalla prop. 12 del medesimo § 1.

|
Osservazione 2. Tenuto conto di (2.2.3), si ha che

(3.8.4) SED(Byp), Opg<<f=> ffd,u = inf u* (h).
| hEg_l_(E,y,),fSh

§ 4. Insiemi integrabili ed insiemi misurabili.

1. Assumiamo le seguenti definizioni :

DEF. 1. Si dice che una parte X di B é integrabile rispetto a
p ogniqualvolta X & integrabile rispetto a up** (cfr.[14]: §2, def. 1).

Osservazione 1. Denotato con T (B, u) Vinsieme delle parti di
E integrabili rispetto a u, per definizione si ha che

(4.1.1) W(B, ) =X P (B)| oy € LU (B, p).
Osservazione 2, Evidentemente Ul (E,u) & un d-anello di parti
di E. |

Osservazione 3. Prescindendo dal risultato del coroll. 5 del § 3,
dalle prop. 5 e 6 del medesimo § 3, tenuto conto del théor. 3 del
§ 4 del Chap. IV di [5], si ha che

(4.1.2) una parte X di E ¢ integrabile rispetto a u se e soltanto
se X ¢ integrabile rispetto a p nel senso di N. BOURBAKI
(cfr. [6]: Chap. IV,!§4, def. 2).

DEF. 2. Dicest misura canonicamente associata a u la misura
canonicamente associata a u** ‘(cf‘r. [14]:§ 2, def. 2).

Osservazione 4. Denotata con u¥) la misura canonicamente as-
gociata a u, si ha che

(4.1.3) VX €W (B, w): p® (X) = f oy du.

Osservazione 5. Poiche nel caso in esame & verificata la condi-
zione seguente

(4.1.4) JELD (B, p) => inf (15, /) € LD (B, ),
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in quanto & 1z€ N4 (B, u) (cfr.§3: coroll. 3), a causa del coroll. 3
e del lIem, 4 del § 1 si ha che

(4.1.5) LO (1, u) = LB, 1), uV), ¥ 1 €LY (B, p): f fap= f fap,

2. Si ponga
(4.2.1) Wy, = X (B)| ox € I} (B, w).

Osservazione 1. g, ¢ un anello e, quindi, un J-anello eredita-
rio di parti di B (cfr. [14]: § 3, lem. 1).

Osservazione 2. BEvidentemente, risulta (cfr. (4.1.1) e (3.2.1))
(4.2.2) W(E, p) Uz pu-
Per contro, si ha la seguente

Propr. 1. Se X é un’insieme aperto (vispettiv. chiuso) di E, le se-
guenti due proprieta sono equivalenti :

a) XeW(E, p),
b) XeUg -

Dim. Invero, essendo X aperto (rispettiv. chiuso), ¢x risulta
semicontinua inferiormente (rispettiv. superiormente) in E e, quindi
(§ 3: coroll. 3), misurabile rispetto a u. Pertanto & ¢x € I (B, u) se
e soltanto se ¢x € LM (H, u) cfr. (3.2.1)).

PROP. 2. Ogni insieme aperto relativamente compatto appartiene
ad mE-F .

Dim. Invero, se X & un siffatto insieme, esiste & € Y, (E) tale
che @x << k(cfr.[5]: Chap. III, § 1, n° 2, lem. 1). Ma, allora, essendo
anche k€ I¥ (B, u), consegue ¢x€ IJL (B, u) e, quindi, X € Wz, , .

COROLL. 1. Ogni insieme aperto relativamente compatto é integra-
bile rispetto a u.

Dim. Consegue dalle precedenti due proposizioni.
Sussiste 1’ulteriore

ProP. 3. Ogni insieme relativamente compatto appartiene ad Wg, ,. .
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Dim. Invero, se X & un siffatto insieme, esiste un insieme
aperto relativamente compatto in cui esso & contenuto (efr. [2']:
Chap. I, § 9, n° 7, prop. 10). Dopo cid, Tasserto consegue dalla
prop. 2 a causa della ereditarieta di Ug,, .

COROLL. 2. Ogni insieme compatto & integrabile rispetto a e

Dim. Invero, un qualunque insieme compatto & chiuso e, quin-
di, relativamente compatto. Pertanto (prop. 3) esso appartiene ad
We, . e, quindi (prop. 1) ad "dl(E, )

Assumiamo Pulteriore

DEF. 3. Dicesi misura esterna camonicamente associata a v la
misura esterna canonicamente associata a p** (cfr. [14]: § 3, def. 2).

Osservazione 3. Denotata con u(® la misura esterna canonica-
mente associata a u, si ha che

(4.2.3) W XEWg 4 4@ (X) = p** (px).
Dimostriamo la seguente

Pror. 4. Se X & uw’arbitraria parte di E, le seguenti due pro-
prieta sono equivalenti:

a) XEmE,M,

o
b) JGeEW(H,u), G =G5 Xca@q.
Inoltre vera a) o, equivalente b), risulta

(4.2.4) pe(X) = inf 1 (G).
G=(§‘),GE'UI(E,M),XC G

Dim. a)==>b) Fissato ¢ reale strettamente positivo, si ponga
) (X) 4 1 1 \
4.2.5 o=t )T = .
( ) e Y ’7 1_|_ (S
Evidentemente & 0 < 5 < 1. Pertanto, essendo X € Wz, . e, quin-
di, px €I} (B, pu), a causa del lem. 5 del § 3 esiste 2€T4 (B, p)
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tale che
(4.2.6) px < 2, 15 () < pl)(X) + e

Ulteriormente, posto G =}z € B|1 — n < y (x){, essendo y semi-

[e]
continua inferiormente risulta G = @ e, inoltre, a causa della pri-
ma di (4.2.6), X € G. Ora, essendo (1 —7)-pg <<y e, quindi,

1
(4.2.7) Pa = i—_‘_—n'ly
risulta @g€ IF (B, u) donde G € Wg,, ovvero (prop. 1) G € U (B, u).

Da ultimo, tenuto conto di (4.2.5), della seconda di (4.2.6) e di
(4.2.7), si ha

) (X 1
W@ < 1 - (W () + 1) = T 0 D =0 @) e

Resta, con cid, provata la b) e, con essa, la (4.2.4).

b)=—> a). Tenuto conto di (4.2.2), consegue dall’ereditarietd di
Wz, .-

Sussiste il fondamentale

TEOR. 1. Se X é un’arbitraria parte di E, le seguenti due pro-
prieta sono equivalenti :

a) XeTU(H,p),
b) MeeRLIKEDE), K compatto, 3G €W (H,u), ¢ =G,
Yy EKcXec@ pV(G)— pV (K) < e.
Dim. a)==>Db). Sia ¢ un arbitrario numero reale strettamente
positivo. Essendo X integrabile rispetto a u e, quindi (cfr. (4.2.2)),

X€Wg,,., o causa di (4.2.4) esiste un insieme aperto G integrabile
rispetto a u tale che

(4.2.8) Xec@ e ,u“)(G)<,u(‘)(X)—|-%.

D’altra parte, a causa della prop. 6 del § 3, esiste una fun-
zione positiva semicontinua superiormente ed a supporto compatto
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g tale che
&
(4.2.9) 9I<px € f(qox — 9 du < ik

Dopo cid, si ponga
1 £
T U@ F1 s
e sia
KE=\xeB|d<g @)l

Evidentemente I & compatto in quanto chiuso e contenuto
nel supporto di g. D’altra pdarte, a causa della prima di (4.2.9),
risulta K< X e anche g << g, - 6.9, donde

[ou =i ) 4 5.0 ),

Da questa, a causa della seconda di (4.2.9), consegue p(X) <

<HOE)+ 8P X) + 7 e quindi, i (X) < b () + & da
cui, per la seconda di (4 2.8), u (@) — u) (K) <e.

b)=>a). Tenuto conto di (4.1.2) e del coroll. 2 consegue
dalla prop. 3 del § 3.

COROLL. 3. 8¢ X ¢ un arbitrario elemento di Wz ., le sequenti
due proprietd sono equivalenti :

@) XeWE,p),
b) M e€RL3KEP (B), K compatto, 3’ Kc X, p(X —K)<e.
Inoltre, vera a) o, equivalentemente, b), risulta

(4.2.10) (X)) = ~ sup u (K.
Ke[D(E), K compatto, KcX

Dim. a)=>1b). Consegue da a)=>b) del teorema precedente.
b) =>a). Consegue dal coroll. 2 e dal coroll. 4 del § 3.
Sussiste, ulteriormente, il ‘seguente

COROLL. 4. 8¢ X & un’arbitraria parte di I, le seguenti due
proprieta somo equivalenti :
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a) XeUW(HE,p),

b) esiste un insieme X, contenuto in X riunione di una suc-
cessione di ingiemi compatti a due a due disgiunti e tale
che X — X, e WO (B, u) ed esiste un insieme X, contenente
X intersezione di una successione di insiemi aperti integra-
bili e tale che X, — X € WO (B, p).

Dim. a)=>b). Sia (K, ),y la successione di insiemi compatti
definita per ricorrenza del modo seguente (cfr. teor. 1).

(4.211) EK,cX, 4V(X—E)<1, K,cX—"Uy K,

=0

n—1 1
(1) [ — [ - Kﬂ 1 4 ! .
u ((X ,UK) )<n+1pe1 1<n

1=0
Posto X, = lgNK,,, risulta X, € Ul (B, u), X, X e, inoltre
n .

~

/ (pX—X1 (7/1, = inf lu'(l) ((X— "GI Kz) - Kn) =0 .

neN =0

ciod (cfr. lem. 3 del § 3) ¢y 5 €L (B, y) ovvero X, — X € WO (B, u).
Si consideri ulteriormente (teor. 1) una successione, che si pud
supporre monotona decrescente, (G,), y di insiemi aperti iuiegra-
bili rispetto a u tale che per ogni n € N si abbia X ¢ @, e u(Q,,)—
1
— pP(X) < o
Posto X, = "QN G, , risulta X, € W (B, u), X c X, e, inoltre,

f Px_x, dp = inf @) (Ga) — u (X) =0,
neN
cioet X, — X € WO (B, p).
b)=—=> a). Poiché Vinsieme X, previsto in b) & integrabile
in quanto riunione di una successione di insiemi _integrabili con-
tenuti in X, (che & integrabile), essendo X = X, u(X — X,), risulta
XeUW (H, p.

3. Assumiamo 1’ulteriore
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DEF. 4. 8i dice che una parte X di B & misurabile rispetto a u
ogniqualvolta X ¢ misurabile vispetto a p** (cfr. [14]: § 2, def. 3).

Osservazione 1. Denotato con () (H, u) Pinsieme delle parti di
E misurabili rispetto a u, per definizione si ha che

(4.3.1) M (B, p) = X € (B) | ¢ € Wy (B, .
Osservazione 2. Evidentemente risulta (cfr. (3.1.7) di [14])
(4.3.2) W (B, 1) = Wg, . n M (B, p).

PRrOP. 5. @Qli insiemi aperti e gli insiemi chiusi sono misurabili
rispetto a pu.

Dim. Consegue dal coroll, 3 del § 3.

Osservazione 3. Dal coroll. 2 del §2, essendo F € () (E, u), con-
segue evidentemente che () (B, u) & una c-algebra di parti di E.
Introduciamo ancora la seguente

DEF. 5. Si dice che una parte X di E é localmente misurabile
rispetto & p ogniqualvolta X é localmente misurabile rispetio a u**
(cfr. [14]: § 2, def. 3).

Osservazione 4. Denotato con WY (B, u) Vinsieme delle parti di
E localmente misurabili rispetto a u, per definizione si ha che

(4.3.3) WO (B, ) = XD (E)| ¥ A€W (B, w): A XU, pl.
Osservazione 5. Notoriamente WD (K, u) & una o-algebra di parti
di E. '
Propr. 6. Risulta
(4.3.4) M (B, p) = WY (B, p).
Dim. Essendo 15€ N4 (B, u), consegue dal coroll. 2 del § 1.

\

COROLL. 5. Se f & un’arbitraria jfunzione reale definita in B,
. By | . -
le seguenti due proprieta sono equivalenti:
|

a) SEN(E, ),

D) W aER: WeB|a=<s@}e M, p).
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Dim. Essendo 1€ W, (E,u) consegue da (4.3.4) e dal coroll.
2 del § 1.

Ulteriormente, si denoti con W* (B, u) la o-algebra delle parti
di E misurabili rispetto alla misura esterna u® canonicamente as-
sociata a (def. 3), ciod (cfr. ad es. [14]: § 2, def. 2)

(4.35) W B, p)=1XePE)|V A€Up,:

O (A) = W (A 0 X)+ p® (4 — X,
Sussiste la seguente

Propr 7. Risulta

(4.3.6) M (B, p) = T* (B, p).

Dim. Essendo 1z€ N4 (B, p), consegue dal coroll. 2 del § 1.
Un fondamentale criterio di misurabilitd viene indicato nel
successivo

Tror. 2. Se X é un’arbitraria parte di E, le seguenti due pro-
prieta sono equivalenti:

a) Xed (B, p),

b) M KeD(B), K compatto: Kn X€ U (E, u).

Dim. a)=—>b). Invero, se K & un arbitrario insieme compatto
di E, visulta (coroll. 2) K€ Tl (B, u) e, quindi, a causa di (4.3.3) e
(4.3.4), essendo X € (N (B, u) si ha Kn Xe T (B, p).

b)=—>a). Sia A €U (E, u). A causa del coroll. 4 esiste, allora,
una successione (K,), ¢y di insiemi compatti ed esiste D € WO (B, )
tale che Dc 4 e

(4.3.7) A—D= U K,.
neN

Ora, in forza di b), per ogni n €N risulta K, n X W (H, u) e
poiché K, nXcA—D con A—DeUW(H,p), da (4.3.7) consegue
(A—D)n XeW(H, u) e anche 4 n X€ U (E, u). Da quanto precede,
tenuto conto dell’arbitrarietd di 4 nonché di (4.3.3) e (4.3.4), con-
segue X € (I (B, pn).

Si ha, allora, che
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CoroLL. 6. Una parte X di B é misurabile rispetto a p (def. 4)
se ¢ soltanto se X & misurabile rispetto a u nel senso di N. Bour-
BAKI (cfr. [5]: Chap. IV, § 5).

|
Dim. Tenuto conto di (4.1.2), consegue dal teorema precedente
e dalla prop. 3 del § 5 del Chap. IV di [5].
Sussiste 1’ulteriore

CoroLL. 7. Una jfunzione reale f definita in E & misurabile ri-
spetto a p (§ 3: def. 2) se e soltanto se f & misurabile rispetto a u
nel senso di N. BOURBAKI (cfr. [5]: Chap. IV, § 5).

Dim. Teuunto conto del coroll. 6, consegue dalla prop. 6 del §5
del Chap. IV di [5].

Osservazione 6. Il risultato precedente, t enuto conto di (3.4.1)
(3.4.3) e del lem. 2 del § 3, permette di riconoscere per altra via il
coroll. 5 del medesimo § 3 non appena si tenga presente il théor. 5
del § 5 del Chap. IV di [5].

4. Ulteriori caratterizzazioni della misurabilitd vengono indicate
nel successivo teor. 3 al quale premettiamo un risultato di carat-
tere generale:

Prop. 7. Sia B un insieme arbitrario e sia L2 uno spazio di
Riesz-Lebesgue di funzioni reali definite in E (cfr. [10]: § 1, def. )
verificante la proprieta di Stone

(4.4.1) fE€L==inf(lg, f)eL.

Allora, se Wp & il d-anello associato a L2 (cfr. [10]: § 2, def. 1
e prop. 2), se S (L) & lo spatio di Riesz delle funzioni misurabili
secondo Stone rispetto a £ (cfr. [10]: § 3, def. 1) e se Usp) ¢ i

g-anello associato a & (L) (cfr. [10]: § 2, prop. 3), per una arbitra-
ria funzione reale f definita |in E le seguenti tre poprieta sono
equivalenti :

a) SES (L),

b) M X€Wp (gn)en Successione di funzioni semplici ri-
spetto ad Ws(py3 M #€X: lim g, (@) = f(2),
M — oo
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¢) VA’Emﬁzrpx-_fEé(,Q)-

Dim. a)=—>10b). B’ ovvia conseguenza della prop. 3 del §2 di
[14] in quanto da (4.4.1) consegue lulteriore condizione

FES(L)=> inf (1g,f)ES(L).

b)=>c¢). Sia Xe Wy e sia (g9,), ¢y quella prevista in b). Ri-
sulta @, € 2 e, quindi, ¢, € S(L). Pertanto, a causa di (4.4.1), per
ogni n €N si ha @, .g, €S (L) (cfr. ad es. [10]: § 3, prop. b) e, quin-
di, essendo

Jim ygu =05/,

risulta ¢y- €S (L)

¢)==>a). Si supponga, dapprima, 0p<<f. Sia XeUW, e sia
a € R, 0<< a. Essendo inf (a-9¢4,f)=1inf (a-@5, ¢y f), poiché a cau-
sa di ¢) & @, - f€S (L), risulta inf (a-@4,f)€.L. Pertanto, si ha che

(4.4.2) a€R,0<a, XeWp=>inf (a-qy,/)€.L

Sia, ora, @ un’arbitraria funzione positiva semplice rispetto ad
U . Esiste, allora, una famiglia finita (X;);¢7 di elementi di Wp
a due a due disgiunti ed esiste una famiglia (finita) (a;);.z di nu-
meri reali positivi tale che ¢p = X Py, - Da qui, tenuto conto
AeL .
di (4.4.2) ed essendo

inf (¢, f) = 2 inf (0,94 , f),
AeL

consegue inf (¢, f) € L. Dopo cid, essendo un arbitrario elemento
positivo di .2 limite di una successione monotona crescente di fun-
zioni positive semplici rispetto ad Uy (cfr. [14]: § 2, prop. 3), si
ha che

@ €L, 05 << p=—>inf (p,f) €L

Pertanto f€J(L). Da quanto precede si passa al caso generale
tenendo conto delle identitd ¢ - f+ = (py-f)t e @y f~ = (px- /).

Dopo cio, siano E e u quelli dei n. precedenti. Sussiste il se-
guente
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TEOR 3. Se f é un’arbitéaria funzione reale definita in B, le
sequenti proprietd sono equivalenti:

a) qu%(E’, M)
b) M KD (B), K compatto : px*SE N (B, u),
c) VXEm(EaN)‘q’X'fEW(EM‘),

d MXeWW@EHwWIDEeWO (B, p) 3 (gu)yen Succesione di
Sunziont semplici rispetto o« (M (E,pu)3’ DecX, Maey — D:
lim g, (x) = f (®),

e) M K€D (B), K compatto 3 .De WO (H, u)3 (@n)neN Suc-

cessione di funzioni semplici rispetto a (M (B, u)3' D e K, € K — D:
lim g, () =f ().
N — o0

Dim. Tenuto conto del coroll. 1 del §3 e della proposizione
precedente, basta provare che b)=—> ¢) e ¢)=—> b) in quanto ¢)=—>b)
e d)=>e¢) sono ovvie.

Proviamo che b)=> ¢). Sia X € U (&, u). Esiste, allora (coroll. 4),
un insiemé A c X ed una successione (I,), .y di insiemi compatti
tali che X — A € NO (H, pu) e

A= U Kn
neN

A causa di b), per ogni n€N risulta @, - /€ W (B, p). Pertan-
7
to, essendo @_-f=¢; ,-f+ tsullzI ((pKn-f), si ha @ f€N(E, p).
neE

Proviamo che ¢)=—>1b). Sia K un insieme compatto e siano D
e (gu)nen quelli previsti in e). Risulta K — D€ T (F, u). Pertanto,
per ogni n€N si ha ¢, -9, € W (B, ) e, quindi, essendo lim Px_p°

11— O

“gn=g_p ), tisulta ¢ . f€ W (B, p) e, quindi, @ - f € N (B, p).

Osservazione 1. Dal teorema precedente, tenuto conto del théor,
3 del §5 del Chap. IV. ci [5] e del coroll. 6, consegue per altra
via il risultato del coroll. 7. .
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